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Notas de aula do curso de Teoria Eletromagnética
(em preparagao)

atualizado em 19 de Junho de 2013

Resumo das atualizagoes

e inclusao de capitulo sobre magnetostatica em materiais (em pre-
paragao).

e concluido o capitulo sobre supercondutividade.

® VArias correcoes.

Heinrich Hertz, sobre as equacoes de Maxwell:

“One cannot escape the feeling that these mathematical formulae have an independent
existence and an intelligence of their own, that they are wiser than we are, wiser even than
their discoverers, that we get more out of them than was originally put into them”
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Formulas do Calculo Vetorial

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axDb)
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)
VxViy=0

V- (Vxa)=0

V x (Vxa)=V(V-a)— V?a
V-(pa)=a-Vy+9yV-a

V x (Ya)=Vip xa+yV xa
V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax (Vxb)+bx(Vxa)
V-(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxb)
Vx(axb)=a(V-b)—b(V-a)+(b-V)a—(a-V)b

Se 7 designa a coordenada de um ponto em relagdo a uma origem, com magnitude r = |7,
7 = 7/r é seu versor, e f(r) ¢ uma fun¢ao bem definida de r, entao

V-r=3 Vxr=0
v i) =25 o v x [5(r)) = 0

“Zla—r(a 7))+ f(a-f)%

onde

¢ o operador momento angular.

Teoremas do Calculo Vetorial

No formulério abaixo ¢, 1, A e T sao campos escalares, vetorias e tensoriais bem comportados,
Y representa um volume no espago 3D com elemento de volume dV e S é a superficie fechada
que define o volume )V, com elemento de area dS e versor normal orientado para fora n em dS.

e Os seguintes resultados referem-se a identidade entre os operadores vetoriais

/Vv(...)dvzfs(...)ndg (1)
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onde (- -+ ) denota uma expressao que pode conter os operadores - ou x. Casos particulares
Sa0:

V-AdV = A -ndS (Teorema da Divergéncia)

VXAdV = /nxAdS
% S

/(¢v2¢+v¢-v¢)dv = /¢n-v¢ds
% S
/(¢V2¢ — V) dV = /(QSV@/J — Vo) -n dS (Teorema de Green)
% S

/V~TdV = /T-ndS
1% S

No formulario a seguir, S ¢ uma superficie aberta e C o contorno que a define, com elemento
de linha orientado dl. A orientacao do versor normal n de S é definida pela regra da mao
direita em relacao ao contorno C.

e Os seguintes resultados referem-se & identidade entre os operadores vetoriais

[S(nxv)(---)dvz]{dl(---) ()

C

onde (- - - ) denota uma expressao que pode conter os operadores - ou x. Casos particulares
Sao:

/(V XxA)-ndS = %A -dl (Teorema de Stokes)
S ¢

/Snxwds = fg@wdl

/(nxV)xAdS = j{dle
s c

Representacao dos Operadores Vetoriais

e Coordenadas Cartesianas Retangulares (z,y, z)

W oy
Vi = $8$+y0y+282

0A, 0A, 0A.
Iph

VoA = ox dy 0z
. (0A, 04, _[(0A, 0A, _(0A, 0A,
VXA = x(@y 8z)+y<8z 5’x)+2(8x 8y)
2 2 2

0x? + Oy? + 022
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e Coordenadas Cilindricas (p, ¢, z)

VY = ﬁg—zﬁ+¢%g—z+zg—f
VoA - %%(pz‘lp) 1%" aa‘iz
a5 e (- 5) ) (- 52)
e Coordenadas Esféricas (7,0, )
Vi = f% +é%g—‘g - @@%
VoA = %%(72 )+ rsine%(sen&él@) N rsin&aﬁ_ilo(p
Tk =l [ a1 ] L[

10 oY 1 0 o 1 0%
2, _ + O [ 20¥ v o il
VY= r2or (T 8r) + r?senf 00 (sen9 66) * r?sen?6 0p?

Note que
10 (,00\ 102
(P5) = 1 300)

r2 Or ror?




Capitulo 1

Estrutura dos Campos Elétrico e
Magnético

Consideremos campos estaticos no vacuo. Um campo vetorial ¥(r) em 3D é completa e uni-
vocamente determinado se a densidade de fontes s(r) e a densidade de circulagado ¢(r) sao
conhecidas e compactas em todo espago, ou seja, se s(r) e ¢(r) se anulam como 1/r*" (¢ > 0)
quando r — 00, no espaco tridimensional. Analogamente, o campo vetorial ¥(r) deve se anular
como 1/r'™¢ quando r — oo, para que seja univocamente determinado.!

De maneira geral, as equagoes que definem um campo vetorial estatico v em termos de suas
fontes sao

onde os operadores tém o seguinte significado fisico: div = fluxo/volume e rot = circula-
¢ao/area. Note ainda que as equagOes sdo auto-consistentes somente se V - ¢ = 0, como vere-
mos adiante. Esse teorema ¢ denominado pelos mateméaticos Teorema fundamental da andlise
vetortal, ou Teorema de Helmholtz para os fisicos.

Decomposicio de Helmholtz: qualquer campo vetorial pode ser escrito (descrito) como a
soma de dois campos vetoriais independentes, na forma

T=-Vo¢+VxA=—gradp+rot x A (1)

onde
{ ¢(r) éum campo potencial escalar

V¢  éum campo vetorial irrotacional (ou longitudinal)

A(r) ¢ um potencial vetor
V x A & um campo vetorial solenoidal (ou transversal).

Os campos V¢ e V X A sdo independentes e complementares, pois

Vx(Vg)=0 sempre, para qualquer campo vetorial
V. (Vx A) =0 pre, p qualq 1% )

'Uma discussdo sucinta e clara é apresentada em David J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics,
Prentice-Hall, 1989, apéndice B.
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As identidades acima também podem ser reescritas na forma integral aplicando-se os teoremas
de Stokes e Gauss, respectivamente,

féwbdl = 0

VxA)-ndS = 0,
# (7% 4)
S

onde o significado fisico fica mais evidente (fc E-dl=0e $s B-hdS = 0). Notemos, por fim,
que as equagoes (I) e (II) definem completamente o campo vetorial ¥, mas nao os potenciais
auxiliares, que podem ser descritos de maneira geral como ¢ + C', onde C' ¢ uma constante, e
A+ V), com ¥ um campo escalar. Em ambos os casos, o campo ¥ nao se altera.

As equagoes (I) e (II) estabelecem as seguintes relagdes entre campos e fontes, agora na
forma de equacgoes integrais

_ 1 [os()
¢lr) = A / R(r,r) v
(I11)

—

_ 1 ar'’) o
A(r)—E/R(r,r’)dV )

onde definimos,

a distancia entre a posicao da fonte e a posicao onde o campo esta sendo calculado. O fator
1/4m aparece porque estamos no espaco 3D, mas pode ser eliminado em alguns sistemas de
unidades chamadas racionalizadas. Note também que

dR dR

=——. 1.1
dx; dx; (1.1)
Esse resultado serd bastante atil nos cdlculos seguintes.

Mostraremos, na sequéncia, que as equagoes (I), (IT) e (III) sdo autoconsistentes e gerais
(no caso estético) se as fontes sdo compactas. Inicialmente, para V - 0 = s em (I), temos

V-i=-V%$-V-(VxA)=-Vp,

pois V X A ¢ transversal. Utilizando a representacao integral para o campo ¢

1 s(r')
;7 . _): _§72 — _§72._ - !
v ¢ 4#/72(1‘,1")(“/

2Note que as integrais (III) convergem apenas se as fontes forem compactas, pois quando r — oo temos
R ~ r’ e as integrais comportam-se como

e} N 0o
/ X(f)dv’:/ Y X (') dr’ dsY .

r

Um decaimento tipo X (r’) ~ 1/r"? ndo ¢ suficiente, pois nesse caso a integral diverge logaritmicamente.
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Note que V2¢ opera nas coordenadas do campo r, portanto

_»7_1 / 2 1 /
V-v—47T s(r')V <R>dv.

— Calculo de V2 (1) = —476(R):
Usando coordenadas esféricas com origem em 1/, tal que R = |r — r/| = r, temos para r # r’

()= ()o Lo O (o 5]

Para r = r’ temos uma divergéncia em V> (%) No entanto, a integral

/V2 (%) dv’ (1.2)

. noz (1 /
\Y U= s(r')V (R)dV

é bem definido. Utilizando a propriedade descrita na Eq. (1.1)

deve ser finita, pois

Vi(R) = —V'%(R) (1.3)
VA(R) = VZ)(R),

podemos aplicar o teorema da divergéncia, assumindo a origem em 1’ e integrando na variavel
r (note a simetria entre r e r’)

1 1 R
2( =) aqv = —).hdS= | == -ad
/VV(R)V /SV(R)nS SRan,

com n = R, pois tomamos S como uma superficie esférica, com o centro em r’. Por fim,

obtemos is -
— @:—/<@)dﬁz—/d§2:—4w, (1.5)

onde dQ) = senfdfdp ¢ o elemento de angulo solido. A integragao [V (1/R)dS deve ser feita

1

com cautela, pois V (%) ¢ singular em R = 0. Uma alternativa ¢ integrar — (1 — e%> e depois
tomar o limite a — 0.

Portanto V2 (%) se comporta como a funcao delta de Dirac, V? ( ) = —47?5(73) em 3D,

1
R
com R =r —r/, pois

(7) [V (%) dV = [4(R)aV =1
V2 (%) =0, para R #0

— Exercicio: Mostrar que V (E> =416(R).
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De volta as equacoes do campo v

V. = —v2¢:;—7: / s(r') V2 (%) v’ — / s() (R AV’ = / s(t') o(r — ') dV"
~ sr)

Portanto, de maneira geral, mostramos que as equagoes I, II e III sao consistentes na relacao
entre fluxo do campo e densidade de fonte, V - 7' = s(r).

—

Para a equacao que descreve a circulacao do campo v, V X ¥ = ¢(r), isolamos a componente
transversal do campo, associada a densidade de circulagao

Vx§ = vX(—V¢+Vx£):Vx(foT):V(V-A’)—v%

= V {v i/%/)dv’} — V2 [%/%d\/’]

Note que o segundo termo do lado direto na equagao acima é:

—1 [ ey v2 <%) v’ — / &) 8(R) AV’ = elr) .

4r

Calculamos, a seguir, o valor de primeira integral

Lol fanw(L)] v

Utlizando a propriedade Vi(R) = —V'¢)(R) e integrando por partes obtemos

1 A o 1 r_ 1 5(1‘/) ~ / V_;,'E(r/) /
I V/Vc(r)v (R) av' = 47Tv{/s R n dS = av'’s .

Se as fontes sao compactas, ou seja, ¢(r) — 0 mais rapidamente que 1/r% e a superficie S esta
no infinito (infinito = muito além das fontes), a integral sobre a superficie é nula. A segunda
integral se anula pois podemos escrever V - (V x ¥) = V- & = 0. Ou seja ¢ é puramente
tranversal. Note que no caso dindmico V - ¢ = —0s/0t pode ser diferente de zero.

Mostramos, para o caso estatico e no vacuo, que I, II, III sao equagoes de campos auto-
consistentes, usando apenas relagoes vetoriais gerais, sem fazer mencao as leis do eletromagne-
tismo. Portanto devem ser a base para qualquer teoria de campos.

— A seguir provamos a unicidade da solucao v.
Consideremos duas solugoes (campos) o7 e U, que sao produzidas pelas mesmas fontes

V'”Jl:S VXﬁ‘l:g,
V'TTQIS VXﬁQZE.

Nesse caso, a unicidade deve mostrar que ; = v, em todo espaco. Para isso definimos o campo
W = U} — Uy, para o qual temos

V- =V —v3) = 8 } em todo espaco.
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Mas V x @ = 0 implica em @ = —V1), onde ¥ é um campo escalar. Além disso, da equacgao
V - = 0 obtemos também que V*)) = 0 em todo espaco.

Aplicando o teorema da divergéncia ao campo ¥V, tendo em vista o resultado V21 = 0,
obtemos

[oveas = [V-@vw) av = [ (o Voru(vie)dv
S % 1%
- [(wurav

= /]117]2 dv .
%

Se as fontes sdo compactas e os campos estaticos temos ¢» — 0 no infinito (essa hipotese garante
que a energia do campo ¢é finita, portanto tem significado fisico). Por fim, para & — oo

/Sz/szzdS:/thPdV:O

e o proprio campo W = 0 em todo espaco, portanto v} = vy. <=

1.1 Funcao Delta de Dirac () em diferentes sistemas de
coordenadas
Para expressar §(r) = §(z) d(y) d(z) em termos de coordenadas {&1, &, &3}, usamos o Jacobiano
J(wi, &)
Coordenadas cilindricas (p, 0, z): © = p cosh, y = p senf, z = z.
1

6(m) = d(z) o(y) 4(2) = m 6(p) 6(0) 4(z)

Ox/0p 0x/00 0x/0z

| J (2, &) = | Qy/dp Dy/90 Oy/dz | = p cos®f+ p sen’d = p
0z/0p 0z/00 0z/0z

Portanto
5(7) = 6(x) d(y) 8(z) = @ 5(6) 5()
/@ 3(0) 6(z) pdpdf dz=1

Coordenadas esféricas (r,p,0): © =1 senf cosp, y =1 sen senp, z =1 cosd

Ox/O0r 0x/0p Ox/00
|J(x:,&)| = | 9y/Or Oy/op Oy/0O | = —r® send
0z/0r 0z/0p 0z/00
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Entao

1.2 Integracao por partes

Em 1D a integragao por partes resulta em

b b
- [ gy

Em 3D a linha entre os limites a e b torna-se um volume. Os limites do volume V sao os
pontos sobre a superficie S que define V. Portanto, podemos escrever

/ab(f-g’)dl":f-g

/]}wv2¢dvzlwv¢ﬁd5—/)}vwv¢dv,

que é a primeira identidade de Green. Em particular

/vgbVngS dV:/SgngbfzdS—/ngbP dv .

1.3 Sistema de Unidades

Nas equacoes da mecanica clissica nao aparecem constantes universais como e, h,c,.... As
grandezas mecanicas sao descritas por um sistema de unidades mecéanicas

M (massa), L (comprimento), T (tempo)

No eletromagnetismo o campo elétrico é definido pela seguinte relacao teoérica

—

= F
E= l’imq_,o— s
q

de maneira semelhante para o campo B e a corrente j. Razoes historicas determinaram os
sistemas de unidades eletromagnéticas. De maneira geral, escreve-se

] q1 92
Fel = Kel 7‘3 12

12

-

- i X X 7
Fmag = Kmag/Jl (]:23 7“12) dUl dUQ

712

Sistema cgs:
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Se fizermos K, = 1 (admensional) a carga ¢ medida em termos de um sistema de unidades
mecanicas

carga—[M L3T2]z

do mesmo modo para a corrente

corrente=[M LT 2]z =|for¢al? .

Nesse caso, a constante ¢ deve aparecer explicitamente nas equacoes de Maxwell, para descrever
as propriedades do vacuo
1
=—
Ho€o

Além disso, o sistema nao é racionalizado (nao contém o fator ﬁ) e podemos escolher as
unidades de fontes:

uem (unidade eletromagnética) — 1 abampere = 75 A
ues (unidade eletrostatica) — 1 abcoulomb ~ 3,34 x 1071°C

Sistema mks:
Incorpora unidades técnicas como Volt (V), Ampére (A), Coulomb (C), etc. No vacuo escre-
vemos

= 1 1 q1 492

Fg=—-— 3 T2,
——
Kel

racionalizada pelo fator ﬁ e €9 ¢ a constante dielétrica do vacuo. Para a forca magnética

= 1 X (Ja X 7
Foae = 110 — J1 X (J2 X 712) dvy dus
7 4 3
N , 12
Km,a.g

onde g permissividade do vacuo e ﬁ ¢ o fator de racionalizacao.

As constantes pg e €y sao definidas para ajustar o sistema de unidades eletromagnético ao
mecanico

kg. H
o =4m 107 L —yp 107 Z22Y
c m
Usando ¢ = —— obtemos
HoE0
1 252 Farad
fp= —— 28854 x 10712 27 g g54x 10712 1T
Lo C? kg m3 m

No sistema mks, como gy e pg estao explicitamente definidos, ¢ nao aparece nas equacoes de
Maxwell.
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Outros Sistemas:

. . pr— pr— 1
Heaviside-Lorentz: €0 ) Ho :
racionalizado

h=c=1
atomico: < racionalizado
Eop = Mo = 1

Nos meios continuos campo e fonte se misturam

ppol:—Vﬁ fM:VxM
— - ﬁ B e — — — —
v.g_ P VFP Z_H+M D=cE+ P
€0 Ho

onde P ¢é a polarizacao e M a magnetizacao. No sistema mks P e M tém unidades distintas
dos campos, mas no sistema cgs a dualidade entre campo e fonte fica mais evidente.

— 4nP }

il

E
B +4n M



Capitulo 2

Equacoes do Eletromagnetismo: um
formulario

Temos as 4 equagoes do eletromagnetismo no vacuo

VE =2 (2.1)
€0
0B
E = — 2.2
V x o (2.2)
V-B =0 (2.3)
. OE
VxB = [,L()J‘I—MOE‘:OE. (24)

Na auséncia de fontes, isto é, p = 0 e j = 0 ficamos com as seguintes equagoes, no sistema
internacional (SI)

V:E =0
0B
E = 2
V X Y
V-B = 0
OE
B = —_— .
V x Ho€o ot
No sistema gaussiano (CGS) temos
V-E = 0
10B
E - -2
VX c Ot
V-B = 0
10E
B = ——.
VX c Ot
No sistema de coordenadas naturais (c=h=1)
V-E = 0
0B
E = -2
v ot
V-B =0
OE
B - &
V X oy

16
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2.1 Equacoes de Maxwell na Matéria

Em meios materiais, as fontes de campo devem ser redefinidas, para incorporar a resposta do
meio continuo:

e densidade de carga p

p = p-VP (2.5)
= pz + ppol ) (26)
onde p, representa a densidade de cargas livres (monopolos) e ppn = —V - P designa a

densidade de cargas ligadas (de polarizagao), e.g., em dielétricos, &tomos e moléculas.

e densidade de corrente j

opP
j = jl‘i‘aﬁ—VXM (27)
= jz +jpol +jmag ) (28)

onde j, representa a densidade de corrente de cargas livres. A densidade de corrente de
cargas de polarizacao, jyo, obedece a uma equagao de continuidade

oP

jpol = ot (29)
oP 0 0
- Y. P= 2 (—
. 9Ppo
Vi = — g’;l : (2.10)

Para a densidade de corrente de magnetizagao temos V - jjq0 = V- (V. X M) = 0.

Para incorporar os novos termos de fonte que surgem como resposta dos meios materiais ao
estimulo externo, preservando a forma original das equacoes de Maxwell, definimos dois novos
campos auxiliares D e H.

O campo de deslocamento D ¢é definido em termos da Equagao de Gauss

-V-P
V- E=2"Y " v.D=y (2.11)

€0

onde
D=¢E+P. (2.12)

A Equacao de Maxwell - Ampére deve levar em conta todas as densidades de corrente de
carga dentro do material, portanto

. 0P OE

VXB = o+ -+ VX M)+ pogo 5
. 0D

VxH = Jl+W7 (213)
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com D =g E + P. A corrente de deslocamento é j, = 0D/0t, e

1
H=—B-M. (2.14)
Ho
Por fim, incorporando os efeitos do meio material nos campos auxiliares, obtemos um con-
junto de equacoes que mantém a mesma forma das equacoes de Maxwell no vicuo

V-D = p (2.15)
0B
VXE = —— 2.16
8 ot (2.16)
V-B =0 (2.17)
oD
VxH = j+— 2.18
A polarizacao e a magnetizagao para os materiais lineares define-se como
P =¢oxaE M = XmeH (2.19)
1
D=c¢cE H=-B (2.20)

1
e =¢o(1+ Xet) = to(1 + Xmag) (2.21)



Capitulo 3

Campos Eletrostaticos: Introducao

3.1 Distribuicao Continua de Carga

Para uma distribui¢ao continua de carga, temos a férmula de Coulomb para o campo E
- 1 dq -
E(r) = — R

( ) 47'('80 R?

comR =r—r. Dependendo da dimensionalidade do sistema, ou da simetria da distribuicao
de carga, podemos ter:

e 3D: dg = p(x') dV’
e 2D: dq =o(r') dS’
e 1D: dg = A(r') dl’

Para uma distribuicao de carga tridimensional:

1 p(r) 5 o,
E(r>_4mo/v LRV

Para uma superficie carregada:
1 o(rr)
E(r) = R dS’ .
<r> 471'80 /S R2

Portanto, se conhecermos p(r) em todo espago podemos calcular os campos ¢ e E utilizando
a formula de Coulomb

1 — T 1 A 1 A
Br)=-— > 4 o+ /Vp(r’) RdV’Jr—/SMRdS’. (3.1)

dmeg r—r'|2  4drme R? drmeg R?

Mas raramente essa situacao ocorre na pratica. Por exemplo, devemos levar em conta efeitos
de

—polarizagao em meios materiais
—condicoes de contorno em metais
—etc...
que podem tornar impraticavel o uso da formula de Coulomb. Veremos adiante como tratar

tais problemas.

19
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3.2 Lei de Gauss
Calculamos o fluxo do campo E através da superficie fechada S
bp = j{ E-ndS.
S

Consideremos o caso de uma superficie esférica com centro na origem. Se existe uma particula
de carga ¢ no centro de S, temos para o fluxo

1
j{E-ﬁdS:j{( %f)-ﬁrde: a j{dgzi, (3.2)
S s \4meg 1 dmey Js €0

onde n aponta para fora de S e 7-n = 1. Usando o principio da superposicao, generalizamos
o resultado (3.4) para

E~rfzdsz%, (3.3)
€0

oo~

onde @;,; indica toda a carga contida no interior de §. As cargas externas nao contribuem
para ®p.
— Exercicio: Por simplicidade, assumimos uma superficie esférica para obter

fE%wzi
S €0

Mostrar que o resultado acima é valido para qualquer superficie fechada, com uma carga pun-
tiforme ¢ em qualquer posicao em seu interior.

—

3.3 Divergéncia do vetor £

A féormula de Gauss associa o fluxo ®g a carga em um certo volume macroscopico V

Qint

€0

@E:%E-ﬁdS: (3.4)

A mesma relacao pode ser estabelecida localmente por meio de operadores diferenciais. Para
uma superficie fechada infinitesimal (AS) em torno do ponto P temos

p(P)- AV

€0

D p(as) :jf E-ndS =
AS

onde admitimos que p(r) é constante no volume infinitesimal V. Portanto, localmente a densi-
dade de carga estd associada ao campo pela equagao

1 P
i 2 B.has= 2D
AV—0 AV Jas €0

Mas, para qualquer vetor ¢/

1
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—

ou seja, div v(r) = fluxo de ¥ no ponto r por unidade de volume.
Portanto, na forma local (diferencial), a formula de Coulomb para o campo E torna-se

dz’vEEV~E:@
€0

escrita numa representacao independente do sistema de coordenadas.

Y

—> Representacao de div nos sistemas de coordenadas:

Em coordenadas cartesianas

- ~ a ~
V=ti—+j—+k=— Operador vetorial
ox z

Em coordenadas cilindricas

0 1 0 0
—(PEp)ﬂL;%Ee-F&EZ

1 0 1 OE,
+ eenf 50 (senf Ep) +

r senf % '

— Exemplo importante: Divergente do campo produzido por uma carga puntiforme.

Sem perda de generalidade colocamos a carga puntiforme na origem, tal que
I q

E(r) = e 12

Calculando o divergente de E obtemos
q r q r
VE=-Lv.(L)=Lv. (—)
dreg (7‘2) dreg r3

ro x?%—y}%—z?{:\

7 (22 4+ y? + 2?)

com

5 -
2
Usando coordenadas cartesianas calculamos
r 0 [z d [y 0 [z
V()= a () oy (5) o ()

Para a componente com derivada em x obtemos para r # 0

2(1) _ 9 v
or \r3) — Oz (x2+y2+z2)%

1 -3 1
= —+z|— |- = 2z
ri 2 (22 +y? + 22)2

1 322

r3 rd
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Da mesma forma para as outras competentes

E)(y) _ 1_3_y2

0 <z> 1 32
Oz \r3) 3 7o

Portanto, para r # 0, temos simplesmente

-2 -~ _2 )

r3 7o r3 rd

r 3 3@@*+y*+2YH) 30 37
;'(3>
T

O mesmo calculo é feito facilmente em coordenadas esféricas

r 1 0 /(51
V(ﬁ>_ﬁ5(r ﬁ>_ para r #0 .

Contudo V - (T%) diverge em r = 0, embora a integral sobre todo o volume V (incluindo a

origem) seja bem definida

o (i) = [(2)o
v dmeg T v \ €0
q 7 g
47T€0/];V (TQ)dV T &
ff.
VV- s dV = 4r (3.6)

com
; 0 para r#0
v () - an
r
00 para r=20
Entao escrevemos .
7
V. (7‘_2) = 4md(r) (3.8)

Se a carga puntiforme esta fora da origem

V- (i> = 4rd(r — 1) (3.9)

TP

Do ponto de vista fisico podemos dizer que o campo E = 47350 (r —1')/|r — r'|* & produzido por

uma densidade de carga p(r) = ¢d(r — '), que corresponde a uma carga puntiforme em r = r’.
P—
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3.4 Circulacao do campo E

Apoés determinarmos o fluxo de E em todo ponto r, pretendemos determinar as propriedades
de circulagao do campo E localmente, para descrevermos completamente o campo. Para isso
considere o operador rotacional, definido como

. } 1
rot ¥=V X ¥ = lim

A A_V ASII X U dS , (310)

independente do sistema de coordenadas. Note a semelhanca com a definicdo do operador div
em (3.5). O termo (n x ¥) possui um analogo na mecéanica classica: @ = J x 7 =, onde ¥
é a velocidade linear do vetor 7 que gira com velocidade angular &. Assim, n = &, 7 = ¢
e (0 x ¥) = 4. Por fim, definimos rot ¢ fisicamente como sendo circula¢gdo por unidade de
comprimento. Também podemos definir rot ¢ em termos da circulacdo local em torno do
caminho fechado C que define a familia de superficies AS

o o 1 Lo
(rotv)-n:(va)-n—Al}SgoA—S Cvdl. (3.11)

Se aplicamos o operador diferencial Vx ao campo E, produzido por uma certa densidade
estatica de carga p, obtemos

r—r

1
E — - NI gy
v VX {47r80/vp(r)|r—r’\3 }

1 , r—r
= — | dV’.
47T€O/vp(r)v>< {|r—r’|3} v

Usando a relagdao vetorial V x (¢d@) = Vo x @+ ¢V x @, com ¢ = 1/[r —=1'Ped=r -1,
eSCrevemos

V x (i):v<é) K (—T)+ — Vx(r—1)=0

v —r'f? v —r'f? v —r'f?

pois temos
Vx(r—r)=Vxr=0

1 r—r
V{— | = -3——.
(!r—r’P’) v —1'[5

Portanto V x E = 0 para os campos eletrostaticos, com E dado por (3.1), para qualquer
densidade de carga estética. Consequentemente, aplicando-se o Teorema de Stokes, vemos que
os campos eletrostaticos tém circulagao nula,

/(VxE)-ﬁdS:%E-dlzo, (3.12)
S c

pois sdo conservativos. Ainda mais, como o resultado (3.12) é valido para qualquer superficie
S, temos que V X E =V x (=V¢) = 0 e, portanto, E = —V¢ para os campos eletrostaticos.
Por essa razao as cargas estacionarias nao podem produzir forca eletromotriz que seja capaz de
manter uma corrente circulando por um tempo arbitrario.
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3.5 Equacoes da Eletrostatica

Para os campos eletrostaticos E produzidos por cargas estacionarias, vimos que se aplicam as
equacoes diferenciais, no vacuo

V-E =p/e (I)
(3.13)
VxE=0 (I1)

Da equacao (II) em (3.13), segue-se que E = —V¢. Da uniao desta com (I) obtemos a Equacao
de Poisson para o potencial escalar ¢

24 _ P
V=L (3.14)

Se p = 0 na regido de interesse, o potencial determinado pela Equacio de Laplace V¢ = 0,
juntamente com as condicoes de contorno.!

Se o campo E tem um potencial escalar, E = —V¢, entao o trabalho realizado pelo campo
elétrico ao movimentar uma carga é dado por

Py Py
W = / Feldr:/ q E dr
Py

Py
Py Py a¢
= f Vo= [ 13|

Py

- —q/ 46 = —q [0(P2) — o(P1)] -

P
O trabalho W é unicamente funcao dos pontos P, e P;. Interpretando fisicamente o potencial
escalar ¢(r) como a densidade de energia elétrica por unidade de carga no ponto r (propriedade

atribuida a cada ponto do espago), temos a seguinte relacio entre W e a energia elétrica da

carga Uy
W =Ugy(P) — Uag(Ps) . (3.15)

Em particular, W = 0 para qualquer percurso fechado, além disso W > 0 = AU < 0.

3.6 Campos E e ¢ em interfaces

Consideremos uma superficie arbitraria S que contém uma densidade superficial de carga o(r),
no vacuo. Designamos os lados a direita e & esquerda da interface por D e E.
Utilizando cada uma das equagoes (3.13) na forma integral é facil mostrar que

[ ]
.o
(Ep — Eg) - n=—,
€o
onde n = Ny = —ng. Portanto, a componente transversal (na dire¢ao n) Ey — Ef = o /eg

pode ser discontinua.

! Uma discussio muito boa e ilustrativa a respeito da Equac¢do de Laplace estd em D.J. Griffiths, Introduction
do FElectrodynamics, capitulo 3.
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(Ep —Eg) xn=0,
ou seja a componente longitudinal de E é sempre continua E[|,| — EQ =0.

Em meios dielétricos tais relacoes para o campo E devem ser revistas.
Para o potencial temos sempre ¢p = ¢ na interface. ¢ deve ser continua, mas nao necessa-
riamente analitica, como mostram as relacdes para o campo E.

3.7 Enmergia Elétrica

A energia elétrica de um sistema fisico pode ser interpretada como uma propriedade das cargas
elétricas existentes na regiao do campo ou, alternativamente, como a energia do préprio campo
independentemente da presenga das cargas. No caso estatico ambas as interpretacoes sao
equivalentes e podem ser utilizadas conforme a preferéncia. No caso dinamico, no entanto,
pode haver discrepancias entre os formalismos.

A energia de uma carga puntiforme no campo eletrostatico é

Ui = qip(r;) | (3.16)

onde ¢(r) é um campo externo. Para um sistema de particulas interagentes, a energia total é
a soma das energias de interacao entre todos os pares de particulas

N
1 qi 95
_ _ 1
U yr Z Z F— (3.17)

yo e (3.18)

que corresponde ao trabalho necessario para trazer cada particula do infinito até sua posicao
final.

Podemos generalizar a expressao (3.18) e calcular a energia elétrica de uma distribuicao
continua de carga como

U= % % //V%dv' v = %/Vp(r)ap(r) qv (3.19)

onde

_ 1 p(r')
o(r) = Amg/y |r_r,|dv . (3.20)

Por outro lado, podemos escrever a energia elétrica exclusivamente em termos do campo E,
sem mencao as cargas elétricas. Para isso usamos a equacao de Poisson para reescrever (3.19)
da seguinte forma

U= —§O/V<b(r)v2d>(r) A
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Integrando por partes

/¢(r)V2¢(r) AV = ]{ SV i dS—/ V|2 dV .
1% S 1%
——

0

Contudo, se admitirmos fontes localizadas que produzem potenciais que decaem como 1/r!*e
(e > 0), a integral sobre a superficie S se anula no infinito. Vale ressaltar que a energia elétrica
de um sistema nao limitado (por exemplo, um fio infinito carregado) é infinita. Obtemos
finalmente que

U= —/ Vo|? dV = =2 /|E| v, (3.21)

donde se define a densidade de energia do campo elétrico no vacuo Uy = %O\E|2

—> Equivaléncia das representagoes:
Observe, entretanto, que as formulas (3.19) e (3.21) nao sao completamente equivalentes. Para
verificar a diferenca escrevemos E = ). E;, como uma superposicao de campos produzidos por

cargas puntiformes, tal que
E|? = Z B> +) E;-E, (3.22)
i#]

2
‘ ey ) |r— gt

depende da posicao de cada particula individualmente, portanto nao representa uma energia de
interagao entre particulas. Ainda mais, ao integrarmos tal termo em todo o espaco (assumindo

‘-/ uto 0 V E 0 2 .

Uquto pode ser interpretada como a auto-energia da partlcula, ou seja, a energia empregada
para crid-la. A auto-energia diverge em (3.23), pois consideramos nesse exemplo particulas
puntiformes (raio nulo) com carga finita ¢, ou seja, p(r) = ¢é(r — r'). No eletromagnetismo
classico, entretanto, p(r) é analitica e

Alll/m()Q =p(r)AV =0,

O termo

com U,y = 0.
Para reescrevermos o segundo termo da Eq. (3.22), utilizamos a relagao E;-E; = —E;V¢; =

=V - (Ei¢;) + ¢;V - E;,

_Z/EEdV:go /V Z¢]dv+/¢]VEdV

i#] i#] | .

= Z/%’OZ av = 802/@% wE=r) gy

i#] i#]

= _ZQZ (Z ¢] r; ) ZQi (b/(ri) ) (3‘24)

J#i
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onde ¢/ =3, ¢;.
Portanto, podemos estabelecer a seguinte relacao entre energia elétrica do campo e energia
elétrica das cargas, para

e particulas puntiformes

o o 2 o 1
U = 5 /v ’E‘ dV = Uauto + 5 z@:qz (b/(]f'i) (325)

e distribuicao continua de carga

U= %/V|E|2 AV = %/V,o(r)qb(r) dv . (3.26)

3.8 Capacitancia entre condutores

O principio da superposi¢ao nos permite estabelecer relagoes bastante gerais e tteis entre carga
e potencial num sistema formado por condutores, em quantidade e forma arbitrarias. Tais
relacoes sao chamadas de teoria geral da capacitancia.

Consideremos, inicialmente, um tnico corpo condutor isolado no espaco. A relacao entre
sua carga e seu potencial é sempre linear, () = C'¢, como pode ser verificado através da Eq.
(3.20). A constante de proporcionalidade C' é chamada capacitancia do condutor e depende
apenas de sua geometria (tamanho, forma, etc.) e do meio onde se encontra o condutor, no
caso de dielétricos. No entanto, nao depende da propria carga ou do potencial do condutor.

Invertendo a equacio Q = C'¢ obtemos ¢ = PQ, onde P = C~! também é uma constante
com as caracteristicas de C. Em seguida generalizamos o conceito de capacitancia para um
sistema arbitrario de condutores. Veremos que o sistema estard completamente caracterizado
pelo tensor capacitancia, que é determinado simplesmente pela geometria do sistema.

Por exemplo, a capacitancia de um condutor esférico de raio R, isolado no vacuo, é simples-
mente C' = 4meg R no sistema MKS, independentemente de sua carga. Se introduzimos outro
condutor esférico de raio R e carga oposta ao primeiro, mantendo-se uma distancia d > R entre
os centros das esferas teremos uma nova capacitancia para o sistema: C' = 2mweq (%). Note
que limy ., C' = 2meg R, corresponde a um sistema formado por dois condutores esferéricos nao
interagentes.

Consideremos um sistema formado por N condutores e levemos em conta o principio da
superposicao. O potencial no primeiro condutor, ¢, é determinado por sua proépria carga, ()1,
e pelo potencial nele produzido pelos condutores vizinhos

o1 = PnQ1+ PoQa+ -+ PinQn

e analogamente para os outros condutores. Portanto, escrevemos para cada condutor
O; = Z P;;Q; (3.27)
J

onde os coeficientes Pj; sao chamados coeficientes de potencial. Se invertemos o sistema linear
de equagoes (3.27) obtemos

J
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onde os coeficientes C;; sao chamados coeficientes de capacitancia.

Do ponto de vista da fisica, utilizando o tensor C podemos imediatamente determinar a
carga (); em cada condutor do sistema, se conhecemos os potenciais ¢;. Ou vice-versa, se
utilizamos o tensor P. A primeira situacao, no entanto, é a que ocorre com maior frequéncia.

A energia do sistema de condutores pode ser escrita em termos de C como

1 1 1
U=3 Z¢iQi =3 Z¢icij¢j = §¢TC¢ : (3.29)

A seguir demonstramos uma importante propriedade do tensor capacitancia: ele deve ser
simétrico, C;; = C;. Para isso podemos utilizar a expressao (3.29). Aplicando a transposigao

ao escalar U 1

UT =2 (67Co) = 5(Co) (6T) = 36'CTo=U .

portanto C;; = Cj;. Também poderiamos ter aplicado o Teorema da Reciprocidade de Green 2.

2Melvin Schwartz, Principles of Electrodynamics.



Capitulo 4

Método das funcoes de Green

Podemos calcular o potencial eletrostatico de duas maneiras distintas:

1. Forma diferencial, por meio da Equacao de Poisson:
—P
Vip=—".
¢ =

Esta é uma equacao diferencial nao homogénea, cuja solucao deve satisfazer condigoes de
contorno. Entre as maneiras de encontrar o potencial ¢(r), podemos:

(a) usar o método da carga imagem,
(b) representar a solu¢ao em série de fungoes especiais (autofungoes),

(c) usar algoritmos numéricos como diferencas finitas, etc.

2. Integracao direta da Equacao de Coulomb

[ p) '
gzﬁ(r)—/v|r_r/| v’ (4.1)

No entanto a equagao acima é util apenas no espago vazio, isto é, se p(r) é completamente
conhecida e representa toda a carga no volume V. Na pratica, nao ¢ possivel conhecer
toda a densidade de carga de um sistema fisico. Portanto, para ser ttil em problemas
gerais, devemos incluir as condi¢oes de contorno no formalismo integral. Isso pode ser
feito, de maneira elegante e abrangente, com o método de Green.

Por exemplo, para uma esfera carregada no vacuo temos as linhas de campo descritas pela
formula
1 Q.

4drey 12

E(r) ,
ilustradas na Fig. 4.1. Se a esfera for colocada entre placas condutoras, devemos ter Exn=0
na superficie dos condutores. Portanto, nesse caso E # 47350 % 7, pois devemos levar em
conta a contribuicao da carga induzida o, que geralmente desconhecemos, para definir o campo
resultante E da Fig. 4.2. Apesar disso, sabemos que ¢ = constante nas placas metalicas (ou
seja, E x 71 = 0).

Adiante desenvolveremos um formalismo capaz de incluir os efeitos de condi¢oes de contorno
na formula integral de Coulomb para o potencial (Eq. 4.1). FEsse método é baseado nas

Identidades de Green.

29
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Figura 4.1: Linhas de campo elétrico produzidas no vacuo por uma distribuicao de carga
esfericamente simétrica.

a

[+

Figura 4.2: Linhas de campo elétrico produzidas por uma distribuicao de carga esfericamente
simétrica entre placas condutoras.

4.1 Identidades de Green

O meétodo foi desenvolvido por George Green (matematico inglés, 1793-1841) em trabalho in-
titulado “An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity
and Magnetism”. Atualmente, as fungés de Green sao amplamente empregadas na solugao de
equacoes diferenciais nao homogéneas sujeitas a condicoes de contorno. Embora tenha sido
inicialmente aplicado ao eletromagnetismo, o método das funcoes de Green ¢é bastante pode-
roso e geral, sendo empregado em diversas areas da fisica. A seguir derivamos as identidades
matemaéticas que constituem a base do formalismo, para depois aplicd-lo ao problema do ele-
tromagnetismo.

Consideremos um volume V), limitado por uma superficie fechada S. Nesse dominio defini-
mos o campo vetorial arbitrario fY, que representamos da maneira

A=V, (4.2)

com ¢ e v representando dois campos escalares com primeira e segunda derivadas continuas.
Assim, para A = ¢V temos

V- -A=V(¢VY)=V¢-Vi+¢ V¢

Aplicando o Teorema da Divergéncia

/V/TdV:j{/Y-ﬁdS,
% S

/[W% + Vo - VpldV = j[(gsw) -1 dS
v S

obtemos

mas n - Vi) = % ¢ a derivada direcional de 1 (r) na dire¢ao perpendicular a superficie S, tal

que
9y

6 V) = 5
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E importante observar que 7 aponta para fora do dominio V que nos interessa. Obtemos, entdo,
a Primeira Formula (Identidade) de Green

/[ngV b+ V- VYldV = 7{¢ Y as . (4.3)

Se trocarmos a ordem dos campos escalares em (4.2) temos o vetor B = ¢V¢. Fazendo
VB = V3¢ + Vi - V¢ e aplicando o teorema da divergéncia obtemos, analogamente, a
expressao

/ 6920 + Vo ViV = 75 6% 45 (4.4)

Subtraindo as expressoes (4.3) e (4.4), encontra-se a Segunda Formula (Identidade) de Green
0 0
[lov2 - v av = 1o 50— 22 as. (15
%

— Funcao de Green para o operador Laplaceano V?2:
Vimos que a equagao
V2G(r,r') = —4md(r, 1) |

denominada equacao de Green para o operador Laplaceano, é satisfeita pela funcao

1

r—r|”

G(r,r') =

na auséncia de condi¢des de contorno. Denominamos G(r,r’') funcdo de Green do operador
Laplaceano, mas de maneira geral temos LG (r,1’) = §(r,r’), onde G(r,r’) é a fungdo de Green
do operador linear £, sujeito as condi¢oes de contorno apropriadas. Por exemplo,

VG(r,r') = 4nd(r,r') .

onde
G(r,r') =

v — /|3’

na auséncia de condigoes de contorno. <=

Podemos utilizar as propriedades da funcao de Green para obter um corolario importante
da Segunda Formula de Green (4.5). Se fizermos ¢ (r,r') = G(r,r’) na formula (4.5), onde
V2G(r,r') = —47d(r, '), podemos reescrevé-la como

/ 2 / / 2 / I I'/ aG(I',I‘/) . r.r a¢< ) !
/v[gb(r)v G(r,r') — G(r,v')V?¢(r')] dV —]ﬂfb( )= — Glrr)— o= ]dS

Note que integramos sobre a variavel r’, enquanto r é tratado como um parametro que designa
o ponto de observagio (medida) do campo. Aplicando as propriedades de G(r,1’)

/ {gb —4mo(r —1')] — G(r,r’)V’%(r’)} dv' = ]‘{s [(ﬁ(r’)% — G(r,r’)aggl)} ds’
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obtemos uma expressao para o campo ¢ no ponto r, que leva em conta o comportamento de

¢(r') e G(r,r’) na fronteira S

or) = —= [ Gy vRow) av+ = f {G(r,r’)a? Do) gy )

47

Note que a integral é feita sobre a variavel r’, assim como as derivadas.

=—> Conexao com o campo Eletrostatico
Se ¢(r) é solugao da Equagao de Poisson

V() = -2

€o
onde p ¢é a densidade de carga, a Formula de Green torna-se

47350/vp(r)G(r )V + 4;% [G@’r,)a(gg) _¢(r,)% e (47

O primeiro termo do lado direito da igualdade contém a contribuicao das fontes de carga.
Esse termo descreve completamente o potencial no caso em que S esté localizada no infinito. O
segundo membro, composto por dois termos, descreve a contribui¢ao das condi¢oes de contorno.
Sendo assim, na auséncia de cargas p(r’) = 0, o potencial em V é determinado por uma das
condicoes de contorno

¢(r) =

¢
¢ls ou >
on|s
Caso S represente a superficie de um condutor ideal, temos n-E|, = —n-V¢|, = —%LS =

810, onde o é a densidade superficial de carga e

fi(r)a(rrds' j{gb aGrr)dS’ (4.8)

Contudo, como foi sugerido acima, resta adaptar a Eq. (4.8) as condi¢oes de contorno apropri-
adas ao particular problema, como sera discutido adiante. <=

Mﬂ:—-ILAMﬂGmeV—

47’(’60

471'80

—> Para um caso geral, onde

temos

: N 09(r') NG )]
/f G(r,r)dV' + %S{G(r,r) B —gb(r)T as

De acordo com as equagbes acima, a funcao G(r,r’) esta “super-determinada”, pois temos as
condigoes de contorno ¢(S) e d¢(S)/0n simultaneamente definidas no mesmo ponto, o que as
torna linearmente dependentes. Devemos usar a liberdade que temos para definir G(r,r’) e

eliminar uma das condi¢oes em favor da outra, de acordo com as particularidades do problema.
P—
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4.2 Condicoes de Contorno da Funcao de Green

A funcao de Green do operador Laplaceano

o
v

G(r,r')

nao satisfaz, em principio, as condigoes de contorno de Dirichlet ou Neumann, a menos que
S — o0. Para que a funcao de Green satisfaca as condi¢oes de contorno apropriadas devemos
ter

ViG(r, 1) = —4md(r — 1) | (4.9)
com .
G(r,r') = Py + F(r,r")
e
V2F(r,v') =0,

onde F(r,r’) é solugdo da equacdo homogénea de Laplace. Podemos somar a funcao F(r,r’) a

fungdo de Green original sem prejuizo & Eq. (4.9), porque V? é um operador linear. Portanto

a fungao F(r,r’) pode ser ajustada para que G(r,r’) satisfaga apenas uma das condicoes de
94(S)

contorno, associadas a ¢(S) ou “5>*, como veremos a seguir.
n

Em sintese, o termo rlﬂ ¢ determinado pela carga unitaria em r’/, dentro de V. Porém
F(r,r’) é determinado por uma distribui¢ao de carga “ficticia”, fora de V. Toda a carga dentro
de V ¢é determinada pela distribuicdo de carga real p(r’). Em alguns casos, a carga ficticia pode
estar associada a carga imagem induzida em S por p.

Portanto, é preciso determinar F(r,r’) para que G(r,r’) satisfaga as condigoes de contorno.

4.2.1 Condicoes de Dirichlet: ¢(r') determinado.

Nesse caso fazemos Gp(r,r’) = 0 para r' € S, pois conhecemos o valor do potencial ¢ na
superficie S. Consequentemente, o outro termo da integral de superficie se anula resultando
numa expressao que determina completa e univocamente o pontencial

1 oG !
/V,o(r')GD(r, r')dV' — E}iqﬁ(r’)%dsl :

or) = —

4eg n

Essa é a situacao mais comum em problemas de eletrostatica, pois as superficies dos condutores
sdo equipotenciais. Veremos adiante que G(r/,r) = G(r,r’) = 0, pois G(r,r’) é simétrica com
relacao a troca de variaveis.

4.2.2 Condicoes de Neumann: g—i‘ determinado.
S

Para as condi¢oes de Neumann, a opc¢ao mais simples, g—ﬂs = 0, nao é consistente com as
outras equagoes. Em primeiro lugar, integrando a Eq. (4.9) sobre todo o espaco temos

/V’QG(r,r’) dv’ = —47r/ (r—r')dV' = —4r .
% %
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O mesmo resultdo pode ser obtido aplicando-se o teorema da divergéncia

/ V' VG, 1) dV = ]4 VG, x) - i dS = f 9T) 4o _ur (4.10)
v S s On

que é consequéncia da estrutura 3D do espago e pode ser interpretado como o fluxo devido a

uma carga unitaria. Contudo, g—G ‘S = 0 nao satisfaz essa condi¢ao. A alternativa é escolhermos

oG __ _ :
5 = C = constante, pois

]fm 4S' = —dx —> C-}{ds’ C.S= dno (=27
s on/ S S
C

onde S é a area da superficie. Portanto, no caso de condi¢oes de contorno de Neumann ficamos
com

OGN (r, 1) —4r
o = - (4.11)
Note o sinal negatlvo em 35 9G 1S" = —4r, que resulta do fato de N estar orientado para fora

de S e, portanto, 2 a_n = ;;’

Utilizando Gy (r, 1) na expressao do potencial tem-se

r) = ! r r.t)dV’ 1 r 9p(r') n OGN (r, 1)
o(r) [ o) Gtextav+ L f Gtesy 208as - L f o) 2RI s

dmeg T Js on’ on’

—4n
S

com

r')dS = ]i o(r') =

onde (¢s) ¢ o valor médio (constante) do potencial na superficie S. Podemos enfim redefinir o
potencial

on’

—4n
S

fcb 8GN(rr)dS,_—
—_——

1 / / / ]' / a¢( ) /
— /V o) Gl ¥)dV + - ji Gle ) S8 g (a12)

Podemos ainda tomar (¢,) como referéncia e fazer (¢s) — 0.
O termo de superficie pode ser interpretado do ponto de vista da fisica como

1 og(r') , —1
At GN( ) on’ ds' = dmeg

o(r) = (¢s) =

j{a(r’) Gn(r,r")dS’
S
pois a condicao de contorno de Neumann equivale a especificar a densidade superficial de carga

o em S, pois
7 _p o) Op(r')
€0 on’

o(r') = —gg

—> Condigoes de Cauchy
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As condigoes de contorno de Caunchy sao uma conbinacao linear das condi¢oes de Direchlet e
Neumann
99

aply + b% S = Cauchy

Entretanto, como ¢(S) e 6(2—(5) nao sao independentes numa superficie fechada, esta condicao
de contorno nao ocorre em problemas de eletrostatica. <—

4.3 Simetria das Funcoes de Green

Consideremos, por exemplo, o operador linear de Hemholtz L=V2+ k2, com k—constante, e
as seguintes equagoes de Green

L G(r,r)) =6(r — 1)
=4

~ com ry e ry arbitrarios em V .
L G(r,ry)

(r —ry)

Multiplicando a primeira equagao por G(r,rs) e a segunda por G(r, ry), subtraindo e integrando
a expressao resultante na variavel r sobre o volume V

-~

/V [G(r,rg)EG(r,rl) - G(r,rl)EG(r,rQ)] dv = /v [G(r,12)8(r — 1) — G(r,11)8(r — 19)] dV
= G(ry,ry) — G(ra,ry)

Por outro lado, se aplicarmos a segunda identidade de Green obtemos

~

/ |:G(I',I'2)£G(I'7I'1) - G(r,rl)EG(r,rz)] av = / [G(r,r2)V?G(r,11) — G(r,r1)V>G(r,135)] AV
% %

_ fi [G(r,rz)g_i(r,rl)—G(r,m)g_i(r,rz)] ds

e, portanto,

oG

G(I‘l,rg) — G(I'Q,I‘l) = % an a_n

[G(r,rg)ﬁ(r,rl) —G(r,ry)
S

(r, I'2)i| ds
Se a funcao de Green satisfaz condicoes de contorno:

a) Dirichlet = Gp(r,r') =0 parar € S = G(r1,r2) = G(ra,11)

b) Neumann = 98N — constante para r € S nao garante simetria. Mas se impusermos

ainda que ¢s G(r,r')dS = 0, entdo recuperamos a simetria G(ry,ry) = G(ry,11).

4.4 Unicidade de ¢(r) em V

Verificamos em seguida que as condigoes de contorno de Dirichlet ou Neumann, independente-
mente, determinam ¢(r) univocamente.
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Considere duas possiveis solucoes para o potencial ¢1(r) e ¢o(r), que satisfazem

V2¢1 (I‘) — —p(r)

€0

= V*(¢1 — ¢) =0, (4.13)

v2¢2(r> — —p(r)

€0

para a mesma distribuicao de carga p. Também temos, sobre a superficie de contorno &

1= P2
ou

001 _ 0o

on on

dependendo do problema.
Definindo u = ¢ — ¢ e aplicando a primeira formula de Green

ou

/V[W%L+ (Vu) - (Vu)]dV = %gu% ds .

Mas, em razao de (4.13), V2u = V?(¢; — ¢») = 0. Portanto

ou
2 —
/V(Vu) dV—j‘{Suan as

Para cada tipo de condicao de contorno temos:

e Dirichlet:
61(S) = p2(S) — u(S) =0 — Vu =0 — u = const ,

mas se u =0 em § = ¢; = ¢ dentro de S, ou seja em V.

e Neumann:
oJol)

8¢2 ou
—/ = —
on ;

~ on : on
Nesse caso ¢; e ¢ podem diferir por apenas uma constante, isto &, ¢; = @9 + C e,
portanto, os campos sao equivalentes do ponto de vista fisico.

=0 — u = const.
S

Conclui-se, portanto, que qualquer funcao que satisfaca a Equacao de Poisson e as condicoes
de contorno ¢ a tnica solucao do problema, nao importando a forma como foi obtida. Por essa
razao podemos usar argumentos heuristicos, como o método da carga imagem, entre outros,
para obter os campos. Se o ansatz utilizado satisfaz simultaneamente as equacoes do campo e
as condicoes de contorno, entao temos certeza que este é a solucao correta para o problema.

Com base no mesmo argumento, também podemos usar pontos de observacao de maior
simetria para calcular ¢(r), pois a forma da solugao obtida corresponderé a solugao do problema
em todos os pontos do espaco. Tais aspectos serao ilustrados mais adiante no curso.
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4.5 Resumo

Obtemos as seguintes expressoes para o potencial ¢(r) no caso das condi¢des de contorno:

e Dirichlet: ¢(s) conhecido

o 1 / / / 1 / 8GD(r,r’) !
o) = o [ )GV = = f o) 0 s
e Neumann: g—;ﬂs conhecido
- 1 / / 1 / a¢(r,) /
o) = (0): + o [ s ) + - f Gty 2 s

Sabemos também que

VG (r, ') = —4nd(r — 1)

com

1

“ e

G(r,r') + F(r,r'), V?2F(r,r') =0

Podemos interpretar fisicamente a funcao de Green como uma densidade de solugao, corres-
pondente a uma densidade de perturbagao (distribui¢ao delta de Dirac). Pela propriedade da
superposicao a solu¢ao completa do problema é obtida pela soma (integral) dessas densidades
de solucao.

4.6 Apeéndice:
Método da funcao de Green aplicado ao oscilador harmo-
nico amortecido

Normalmente é dificil entender ou visualizar o método da funcao de Green aplicado a problemas
de eletrostatica, por causa da estrutura tridimensional dos campos. No entanto é instrutitivo
trabalhar um exemplo analitico para desenvolver a intuicao. O oscilador harmonico amortecido
¢ ideal para isso, pois pode ser modelado sem perda de generalidade para sistemas unidimen-
sionais e apresenta solugao analitica para alguns casos. Seguiremos um tratamento baseado na
analise espectral das fungoes temporais, portanto definimos abaixo a transformada de Fourier
da funcdo f(t) e sua transformada inversa

g(w) = /_OO dt f(t) e™ (4.14)
> dw

0 = [ 5 gw e (4.15)

oo 2T
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A equacdo para o oscilador harmoénico amortecido sujeito a uma forca externa é

d’x dx
m— +b— + kx = F(t 4.16
onde m é a massa da particula, b seu parametro de atrito (dissipacao) e k a constante eléstica.
Para a equacao de Green podemos considerar a forca externa como uma sucessao de impulsos

d? d
b N=6(t—t 4.1
[mdﬁ—l—bdt—l—k} Gt t)=0t—-1t), (4.17)
Escrevendo
% B ) *© d - .
G(t) = / L) e™ e F(t)= / & F(w) e,
oo 2m Lo 2m

a equagao diferencial (4.17), inicialmente representada no dominio dos tempos, se transforma
numa equacao algébrica para a variavel w

F(w) _ F(w)

—mw? —ibw+k  mwy —w? —i23w)]

G(w) =

com w2 = k/m e 3 =b/2m. Para o impulso F(t) = §(t — ') temos

F(w) = / dt 5(t —t') et = e7 ™t

(e 9]

tal que
e—iwt’

G(w) =

mlwy — w? —ifw]

Para obter a funcdo de Green temporal efetuamos a transformada inversa em G(w)

00 5 ‘ 00 —jw(t—t")
G(t,t) = / W Gy et — / dw__c

o 2T o 21 mlwg — w? — ifu]
1 /

— —B(t—=t') o5 ¢
= —e¢ sin|lwi(t—1)] , 4.18
2 st 1) (1.15)
com wi = wg — 2. Para esse caso estamos admitindo como condi¢oes iniciais: z(t = 0) =0 e

#(t=0) =0,
Temos entao
1 N
e P sin [wi (t — t')] para t>t
Gt,t)=4 """
0 para t<t

pois a funcdo de Green é definida para tempos t posteriores ao impulso que ocorre em t'.
Portanto, o comportamento do oscilador amortecido sujeito a uma forga externa F(t) é dado
por

x(t) = /t dt' F(t') G(t,t') . (4.19)

— 00
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Consideremos, por exemplo, uma for¢a F'(t) = Fy e, com y1r>0, que age sobre o sistema em

t > 0. Nesse caso

F t / /
a(t) = — / dt’ e P sin fwy (t —t')] e
0

mwq

Fazendo z = w;(t — t') obtemos

z(t) = F02 /Owltdz e exp[7 — Bz] sin(z) (4.20)

mwy wq

Fy

O Oy {e—vt—e—ﬂt <cos(w1t)—7;1ﬁsm(wlt)>} . (421

A Figura (4.3) apresenta a dinamica do oscilador harmonico amortecido (linha cheia), sujeito
a uma forca F'(t) = Fyexp[—7t] (linha vermelha tracejada), segundo a Eq. (4.21), para varios
valores de v e 3. Note que para o caso v = 3, a dinamica do oscilador é aproximadamente
a dinamica da funcao de Green, ou seja, o oscilador é tirado do equilibrio por um impulso

instantaneo.
0.8 1
: — B-01w, 0.8 — p-o02w,
0.6 —- 7=0.3w, 06: \ —- ¥=02w,

=

0O 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
tempo tempo

Figura 4.3: Dinamica do oscilador harmonico amortecido (linha cheia), x(t), sob a¢do de a uma
forca F(t) = Fyexp[—~t] (linha vermelha tracejada), para varios valores de v e (3.



Capitulo 5

Método da carga imagem

Esse é um método pratico e bastante util para se calcular o potencial produzido por cargas
elétricas na presenca de superficies condutoras, em sistemas de grande simetria. O método se
baseia nos sequintes principios.

Consideremos um volume ¥ do espaco, associado a superficie S, onde se pretende calcular
o potencial ¢. Primeiramente, o potencial deve satisfazer a equagio de Poisson V¢ = —p/eg
em todos os pontos de V, onde p = p.q € a densidade de carga real do sistema, localizada
no interior de §. Simultaneamente, o potencial ¢ deve obedecer condigcoes de contorno em
S. Nem sempre ¢ simples resolver esse problema por métodos tradicionais, mas se o sistema
apresenta uma simetria favoravel podemos usar um artificio para resolvé-lo. Supomos que
existe uma densidade de carga imagem p;,,, localizada fora de V, tal que o potencial resultante
O = Qreal + Qim satisfaz as condigoes de contorno em S e a equacao de Poisson em V

V26 = V2reu + Vi = — L. (5.1)
0
Note que ¢y, é solucao da Equacao de Laplace em V. Por fim, o teorema da unicidade nos
garante que ¢, calculado por esse método, é a verdadeira solucao do problema.
No contexto das fungoes de Green, o potencial produzido pela carga imagem esta associado
a funcao F(r,r’), pois
V2F(r,r) =0 em V .

Lembrando que F(r,r’) é responsavel por fazer G(r,r’) satisfazer as condigées de contorno do
problema.

O método da carga imagem nao estd limitado & sistemas com superficies condutoras, mas
também pode ser aplicado em problemas envolvendo dielétricos.

5.1 Carga imagem num plano condutor infinito

Considere o sistema fisico ilustrado na Figura 5.1, que mostra uma carga pontual ¢ proxima a
um plano condutor infinito situado em x = 0. Pretendemos calcular o potencial ¢ em todos
os pontos onde x > 0. Essa regiao define o volume de interesse V, onde a equacao de Poisson
(5.1) deve ser satisfeita. Além disso, temos: (i) o plano metalico em x = 0 é uma superficie
equipotencial; (ii) a carga ¢ induz uma densidade superficial de carga o, de sinal contrario, no
plano condutor; (iii) a componente de E paralela ao plano metéalico deve ser nula.

40
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Y

Figura 5.1: Carga pontual ¢ em frente a um plano condutor infinito em x = 0. A carga imagem
éq.

Na auséncia do plano condutor o potencial elétrico em r > 0 seria

o) = — 1

deg v —1/|

A presenca do plano metalico impoe a condi¢ao de contorno descrita acima. Para satisfazé-la

basta assumir a presenca de uma carga ficticia (carga imagem) de valor ¢ = —¢ na posicao

R = (—2',y/,7). R’ é dado por uma operacao de reflexdo sobre r’ em relacdo ao plano x = 0.
Assim, temos para o potencial na regiao V, ou seja, em x > 0

1 q q
¢(I‘) - 4rreg { ’I’ _ I'/| - ’I‘ _ é" } . (52)

O potencial em x < 0 ndo nos interessa. Reescrevendo ¢(r) em termos das coordenadas da
carga real ({z/,y/, 2'}), obtemos

q 1 1
r) = — )
o) = - { @—aP -yl + G277 [@+aP+ -y + (- zf)]l/z}
(5.3)
Por construgao o ansatz introduzido pela Eq. (5.2) satisfaz a condigdo de contorno em ¢(x =
0) = 0, para quaisquer y, z e r’, como pode ser verificado prontamente em (5.3). Além
disso, utilizando as propriedades da funcao delta de Dirac, verifica-se que o potencial ¢ em
(5.2) é solugao da equagao V3¢ = —p/go em x > 0. Portanto, sabemos que ansatz descreve
corretamente o potencial na regiao de interesse.
Podemos, entdo, calcular a posteriori a densidade superficial de carga o(y,z) em x = 0
usando a relacdo E,, = 0/eg, valida para a superficie do condutor. Para isso fazemos
9¢

O'(y,Z) = €0 ETL<I = 07 Y, Z) =¢&o T (_VQb)‘m:O = —&0 =

o (5.4)

=0
—q 1
= — . 5.5
2 [P+ (y—y)? + (2 — )P >

Integrando o sobre toda a superficie metalica, fazendo iy = 2z’ = 0 pois a superficie é infinita,

obtemos
d
i = / o da— = p dp

2 2 _ 2
22 1 7] T3 232 ,com Yy +z"=p
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z_ pdp
:—qx’/ 1 A mas u=2x%+p> e du=2pdp

1/ 2p dp 1/ Y 1 wu 1
— _— e — u u = — = —U
2) WA PE 2 2(-1)

Entao
! / 00 / (_1) e
¢ =—qa'(-u2)[g"=—¢q —q
0 [Ilz + p2]1/2 =0
=— Contato com o método de Green:
A funcao de Green para esse problema é
1 1
Gp(r,v') = — =, 5.6
olr.) r =1 |r—r + 227 (5:6)
ou ainda
1 1
GD(I'7 I'/) = (57)

[(x— a2+ (y =y + =2 [+ a2+ (y—y)?+ (2= 22
E facil verificar que as propriedades da funcdo de Green sdo satisfeitas:

e Gr,rreS)=0eG(resS;r')=0,

e G(r,')=G(r,r),

e o segundo termo de Gp(r,r’) em (5.6), ou (5.7), corresponde a funcao F'(r,r’), que satisfaz
V2F(r,v') =0 em V.

Por fim, o potencial é dado por

0, pois $(S)=0
1 , , 7
o) = g [ o) Gotey v — L fot) Lntenyas
— 1 / / /
= 47T60/p(r) Gp(r,r') dV

Mas a densidade de carga é p(r') = ¢ 6(r' —r,), onde r’ é a variavel de integracdo e r, ¢ a
posicao da carga pontual q. Portanto

1 1 | q | 1
o(r) = /qér’,r - — o dV' = - —~ 7,
(x) dmeg (r'xo) r—r'| v —r 422 4 dmeg | v =1yl |r—r, + 22, 0|

em acordo com a Eq. (5.2) <
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PrrrreZrirrs

Figura 5.2: Carga pontual ¢ nas proximidades de uma esfera condutora de raio a mantida em
um potencial nulo. A carga imagem é ¢’. O observador calcula o campo no ponto P.

5.2 Carga imagem numa esfera condutora

5.2.1 Esfera condutora aterrada

A figura 5.2 ilustra um sistema formado por uma carga pontual ¢, localizada pelo vetor posi¢ao
r’, nas proximidades de uma esfera condutora ideal de raio a. Inicialmente, supomos que a
esfera ¢ mantida num potencial nulo, ¢esferq = 0. Os mesmos principios fisicos, discutidos no
contexto da secao anterior, se aplicam a esse caso. Desejamos calcular o potencial elétrico ¢
em todos os pontos do espaco fora da esfera e a densidade de carga induzida na esfera.

Do ponto de vista mateméatico, o volume V', onde definimos a equacao de Poisson, compre-
ende todo o espaco fora da esfera condutora. Portanto o vetor normal n & superficie S aponta
para dentro da esfera.

Por simetria a carga ficticia (imagem) deve se localizar ao longo do mesmo raio vetor n’ =
r'/r" que a carga real ¢, mas dentro da esfera, ou seja, em R’ = R'n’, com R’ < a (fora da

regido V).
Portanto, escrevemos para o potencial fora da esfera
1 ! 1 !
frd q q = N q ~ ~ q ~ 9 (58)
dmeg [jr—1'|  |r—R/| ey || — /| |rh — R'Y|
com
. T ., R 1
n=— e n=—=—
r R
As condigoes de contorno sao lim, .. = 0 e ¢(r = a) = 0. O ansatz (5.8) satisfaz

naturalmente a primeira delas. Precisamos, entdo, determinar ¢’ e R’ para satisfazer a segunda
condicao. Para isso fazemos

/

1 q q

pu— pu— pu— O
#(r=a) dmeg | |a n— r'n/| * la n — R'1|
1 a "/R!
T dnme q/r’ T 7/ a | =0 (5.9)
O 1 n— —| 87— 20|
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mas
12 ’ ’
A-la| = (ﬁ—%') : (ﬁ—r—”>
a a a
I\ 2 /
- 1+<r—) ol A w
a a
A !
= 1+ <—) —2 — cosy (5.10)
a a
com
cosy = n-n' =n|-|n'[cos(n,n’)

= (senb cosyp, send singp, cosh) - (senb cosy’, senl sing', cosh")

= cosf cost) + senb senb cos(p — ¢') (5.11)
Igualmente, temos
ﬁ'—%ﬁ2:1+<%>2—2%cosv. (5.12)
Utilizamos esses resultados para reescrever a Eq. (5.9)
e
1
¢(r:a):4ﬂl€0 / QQ/G / Tt - S/Ra rp=0.
1+ <T_) _9 0057] [1 + <§> -2 o cosy}
\ a a /
Para que a equagao seja satisfeita basta fazer
“__ 4 r_a
a R’ a R’
ou ainda,
q = —q% R =ad. (5.13)

O principio da unicidade nos garante que o potencial (5.8), juntamente com as relagoes
(5.13), formam a verdadeira solu¢ao para o problema. Note o comportamento da solu¢ao nos
seguintes casos limites:

e ser —oo,entdo R —0eq¢ — 0,
eser —a,entaio R —aeq — —¢ .

Enfim, temos para a expressao do potencial fora da esfera

q 1 a/r’
dmeg | v -1/ a7
r— — 0|
r

(5.14)

quando ¢ é uma carga pontual. O principio da superposicao pode ser utilizado para generalizar
esse resultado para o caso de uma distribui¢ao arbitraria de carga fora da esfera.
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— Contato com o método de Green:
Podemos verificar que a seguinte funcao de Green Gp(r,r’) satisfaz as condi¢oes de contorno
de Dirichlet, Gp(r, |r'| = a) = 0, em toda superficie da esfera

1 a/r’
Golr.r) = r—r| a’
v — ]
1 a/r’

= — . 5.15
[r2 4172 = 2rr'cosy|Y? 2 4 (‘i—?)Q — 27“%? cosy)'/? (5.15)

Além disso temos:
e Gp(r|=a,r')=0 ,
e Gp(r,')=Gp(r,r) .

Para uma distribui¢ao arbitraria de carga p(r’) fora da esfera, dadas as condigoes de contorno
de Dirichlet na superficie da esfera, temos

o) = o [ ole") Gotrx) v = - o) W) ds’.

471'50

Mas ¢(r" = a) = 0 na esfera. Entdo ficamos somente com

o(r) = /vp(r’) Gp(r,r') dV" | (5.16)

com Gp(r,r’) dado pela Eq. (5.15). Utilizando p(r') = ¢d(r’ —r,) na expressao (5.16), recupe-
ramos o resultado da Eq. (5.14). <

Conhecendo-se o potencial ¢(r) é possivel obter E(r) e, posteriormente, determinar a den-
sidade de carga induzida na superficie da esfera através da formula o = ¢gF,,. Note que FE,, é
a projecao normal do campo E sobre o condutor, apontando para fora da esfera

o=-¢p(—€ - Vo(r)) (5.17)

r=a

Note a relacao desse termo com o termo de superficie da formula de Green

9¢
n -Vo=—
¢ an/ )
onde n' = —&, para a geometria do nosso problema, portanto 9/0n’ = —09/0r’.

Calculando a expressao (5.17), obtemos a seguinte distribuigao superficial de carga

70.9) = —e 20(0)

r=a

q 7,/2 _ CL2 1
_ _a. e » (5.18)
4 a [a? + 172 — 2ar’ cosy]
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com cos7y dado por (5.11). Ao integrar a densidade de carga (6, ¢) sobre todo a esfera podemos
fazer ' || z, tal que v = 6, e obtemos

q = / o(f,p) dS = / o8, ) a*dQ = _ﬂ/ q . (5.19)
S S r

A equagao 5.19 pode ser interpretada como a féormula integral de Gauss aplicada ao fluxo de
campo produzido pela carga imagem dentro da esfera. Nesse caso a carga induzida depende
da geometria do sistema, ou seja, depende do raio da esfera condutora, a, e de sua distancia
r’ com relacao a carga real ¢. E instrutivo verificar os casos limites de (5.19), para ' — oo e
r' — a.

Se quisermos cacular a forca entre a esfera condutora e a carga ¢, basta determinar o campo
produzido pela carga imagem na posicao de ¢q. A forca serd entao

F = ¢E(r)
1 a-4q

= . . 5.20
drey  |r — R/J? " (5.20)

Mas ¢ = —(a/r')q e R’ = a*/r', portanto

1 7*a
ey 131 —a?/r?)?

| =

5.2.2 Esfera condutora mantida em um potencial V

Consideremos um sistema similar ao ilustrado pela Figura 5.2, porém com a esfera condutora
mantida em um potencial V. Como o potencial na superficie da esfera é mantido constante a
carga pode variar e depende de V. Consideramos o esquema e o raciocinio desenvolvidos no
problema anterior

P(r) = ¢1+ P2+ 03

_ { ¢« ., _d }+¢3, (5.21)

dreg ||r—1'|  |r—R/|

Sabemos que o primeiro termo no lado direito de (5.21) satisfaz a condi¢ao de contorno

-0 (5.22)

r=a

1 /
q i q
dreg |lr—1'|  |r—R/|

para ¢ = —aq/r’ e R' = a*/r’. Precisamos, entao encontrar ¢3 que para que o potencial
(5.21) obedeca o vinculo ¢(r = a) = V = constante. Essa condigao é prontamente satisfeita se
escolhemos

1 qll

N 47'('807 ’

¢3(r)

com ¢" = 4wegVa.
Temos finalmente o potencial

2 + . (5-23)
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que satisfaz as condicoes de contorno. Quanto a equacao diferencial de Poisson obtemos
V3¢ = V3¢ 4+ Vs + Vi3 = ¢o(r — 1') |

no volume V, que corresponde a uma carga pontual real em r’, além da carga imagem descrita
por ¢ = —%q e R =a*/r' e da carga residual ¢" = (4meoVa).

= Contato com o método de Green:
Para esse sistema utilizamos a funcao de Green

1 a/r’
r—r| a

Gp(r,r') =

que satisfaz as condi¢oes de contorno de Dirichlet Gp(r, |r'| = a) = 0 em toda superficie da
esfera.

O potencial na regiao V, descrito pelo método de Green, levando-se em conta as condigoes
de contorno (fazendo 7’ = a na integral de superficie), é dado por

o) = o= [ o) Golrx) v = - § o) S Glrr) as

47T€0

- /(51"—1' (e 1)V — Ads o ! a2dQY
B 47750 I 47 a (12 + a? — 2ra cos v]3/?

V [ —adr
= GD(r,rq)—E ( )

r

v
- Gp(r.r) +— . (5.24)

em acordo com a expressao (5.23). <=

5.2.3 Esfera isolada

Nesse caso a esfera metdlica ilustrada na Figura 5.2 esté isolada e carregada com carga total
@. Os vinculos que devem ser satisfeitos sao os seguintes:
a) a carga pontual ¢ induz uma distribui¢do de carga na superficie da esfera,
b) a carga @ na esfera é constante,
¢) o potencial na esfera metalica é constante, porém desconhecido em principio.

Dos problemas anteriores, sabemos que a carga imagem ¢ satisfaz os vinculos a) e c),
portanto escrevemos

p(r) = ¢1+d2+ 03

_ ! [’ ¢« . q }+¢3. (5.25)

ey ||r—1'|  |r —R/|

A condigao de contorno mais evidente nesse problema é a constancia da carga total da esfera,
representada pela expressao

_ _ . Joo e b9
Q= j{a(@,gp)dé’ = —¢g 8rdS = eoji o (5.26)
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com ¢ dado por (5.25). Aproveitando os resultados (5.18) e (5.19), ficamos com

_—a g3
Q— o q 60%5‘ ar —dS . (527)

Entao precisamos encontrar ¢3 que obedeca a igualdade

f{ 03 2,16, — _% (Q n %) _ (5.28)

A maneira mais simples de satisfazer (5.28) ¢ fazer

1 ¢
5.29
¢s = dreg 1 (5.29)
com ¢" = Q + (aq) /7', tal que
1 q qa/r’ Q-+ qa/r
= — . 5.30
r— 7n|

Assim como no exemplo anterior, o potencial resultante satisfaz a Equacao de Poisson em V),
V2¢ = ¢é(r —r'). Portanto, temos certeza (5.30) é a verdadeira solugao do problema.
Em |r| = a, o potencial da esfera deve ser

1 [Q+gqa/r 1 [Q ¢
A _ “« 9
dla,r’) = Ame { a Atey | a * r|
com os seguintes casos limites:
1
o limy .o = 9
dmeg a
1
o limy_,,¢p=— {Q+Q}
Ame a

Portanto, o potencial ¢ produzido pela esfera carregada consiste da soma de dois termos: o
potencial produzido pela carga imagem ¢ localizada em R’ e o potencial produzido por uma
esfera com carga ¢’ = Q) — ¢’. Note que ¢” pode ser positivo ou negativo.

= Contato com o método de Green:
Temos a fungao de Green

1 a/r’
G N = —
p(r,r’) P e
r— — ol
r
que satisfaz as condigbes de contorno de Dirichlet Gp(r,|r'| = a) = 0 em toda superficie da
esfera.
O potencial na regiao V, descrito pelo método de Green, é dado por
1
p(r) = /p(r’) Gp(r,r') dV' — —74@1) —GD (r,r) dS’
47T50 A
= GD(r I'q) + ¢esfera(rq) (531)

47'('6()
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Figura 5.3: Esfera condutora em presenga de um campo elétrico uniforme. Modelo construido
usando-se cargas imagem pontuais.

Figura 5.4: Esfera condutora na presenca de um campo elétrico uniforme. Modelo construido
usando-se um dipolo imagem

onde ¢esfera(ry) € 0 potencial constante na superficie da esfera, com a carga ¢ em r,. Para deter-
MINar @esfera(ry), podemos escolher qualquer posicao r em (5.31). Por conveniéncia, escolhemos
r = a, pois Gp(|r| = a,r,) = 0, e obtemos

1 Q 1 ¢ 1 Q+aq;;

dreg a  4Amegry  4meg a

¢(T = (1) = Qbesfera(rq) . (532)

Para obter o resultado acima utilizamos o principio da superposicao e o teorema do valor médio
da eletrostatica: o potencial médio calculado sobre uma superficie esférica € igual ao potencial
no centro da esfera, lembrando que o potencial na esfera condutora deve ser constante. Enfim,
substituindo (5.32) em (5.31) ficamos com

1 @+aqa/ry
47T€0 T

¢(r)

GD(I‘, rq) +

_ 5.33
pe— , (5.33)

em acordo com (5.30). <

5.2.4 Esfera metalica na presenca de campo elétrico uniforme:
dipolo imagem

Consideremos o caso de uma esfera metalica na presenca de um campo elétrico uniforme.
Resolveremos esse problema tipico de eletrostatica pelo método das imagens. O problema pode
ser descrito em termos de cargas imagens pontuais, como ilustra a Figura 5.3. Nesse caso,
admite-se que e campo Ey na origem, onde se encontra a esfera condutora é produzido por



atualizado em June 19, 2013 50

duas cargas pontuais +q e —q, localizadas em * — +00 e * — —o0, respectivamente. A carga
induzida total sera nula, ou seja ¢’ + (—¢') = 0, por simetria.

No entanto, vamos utilizar outra forma de carga imagem: um dipolo imagem, como mostra
a Figura 5.4, que também produz carga total induzida nula. O potencial de um dipélo puro é

p-r
dmeg 13

(5.34)

O potencial resultante da superposicao do campo externo uniforme e do campo produzido pelo
dipolo imagem ¢

1 p'r
— _E, - Lt
¢(r) 0 r+47r50 r3
1 p cos(y)

= Fyrcos(y)+ (5.35)

drteg 12

Aplicando a condi¢do de contorno ¢(r = a) = 0, encontramos o valor do momento de dipolo p
que satisfaz a equacao geométrica

1 pcos(v)
47T60 a?

9

¢(Ir| = a) = Eq a cos(y) +

que tem por solucao p = 4dmwega’Ey.
Portanto, o potencial resultante em qualquer ponto fora da esfera condutora sera

3
o(r) = Ey cosy (—7" + %) : (5.36)
A densidade de carga induzida é

0
o=c¢o By =—c0-¢

or

3
=1 Ey cosy

r=a

com Q = [, o a’siny dy dp = 0.

5.2.5 Cargas pontuais entre planos condutores obliquos.

Considere o esquema ilustrado na Figura 5.5, que exemplifica o sistema fisico em questao
Vamos usar o método das cargas imagem para determinar o potencial ¢(r) entre os planos
condutores.

Em linhas gerais, o método possui as seguintes caracteristicas:

, m . .
o método pode ser usado apenas para ¢ = —, com n inteiro,
n

ha 2n — 1 cargas imagem, atras dos planos condutores.

todas as cargas imagem se localizam no mesmo plano sobre circulo |r| = p, com p =
VR +y?,

as cargas imagem trocam de sinal consecutivamente,
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q .
[ 5
\

q’(zg\ q3)

Figura 5.5: Carga real ¢ entre planos condutores perpendiculares (¥ = 7/4). Trés cargas
imagem ¢, ¢ € g3 sao utilizadas.

Figura 5.6: Dois hemisférios condutores mantidos em potenciais +V e —V.

e a posicao r = (p, ¢, z) da carga real ¢, entre os planos condutores, pode ser qualquer.

Para um caso geral, o potencia resultante ¢,

2n—1

B 1 q;
o(r) = 47eg Z (i —2)? + (y; — y)? + 22]1/2

2n—1
L 4;
B ) 5.37
dmeg ; [(p cosp; — )2 + (p senp; — y)? + 22]1/2 ( )

com E(r) = —Vo.
Esse método permite resolver facilmente e de maneira sistemética tais problemas de eletros-
tatica que demandariam bastante esfor¢o por métodos diferenciais.

5.3 Hemisférios circulares em potenciais +V:
uma aplicacao do método de Green
Vamos usar o método de Green para determinar o potencial produzido por dois hemisférios

metalicos mantidos em potenciais +V e —V/, como ilustra a Figura 5.6. Sabemos que a funcao
de Green para uma esfera condutora com condicoes de contorno de Dirichlet é
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1 a/r’

:|r—r/|_ a’ .
r—— 1|
r

Gp(r,r)

com 0’ =r'/r'; pois Gp(r,r’ = 0) = 0. Nesse exemplo ndo ha densidade de carga p(r') fora dos
hemisférios, mas ainda assim usamos a funcao de Green na forma de condi¢oes de contorno. Se
o volume V é o espago fora da esfera e p(r’) = 0, temos para o potencial nessa regiao

o) = 5 § 00.0) GClr.r') da
Também sabemos que
0Gp ~ —0 r2 — g2 1
= —6p Gp=—G "N = —
on' e V D or' D(I', I‘) ( a [T2 + a2 — 2ar COSV]3/2 s
para r’ = a.

Portanto, a solucao formal do problema é dada simplesmente por

1 r? —a? a? dY
- 0/ /
o(r) 4#]‘43 P(a, 0, ¢") ( a ) [ + a2 — 2ar cos |32

+V para 0< 0 <3

com

¢(a,0,¢") =

—V para 5 <0 < ¢

Mas d€Y = sin' df’ dy’ = —d(cost') d¢’, tal que
2

o) =V [ [ [ s dteost) - [t dtcost)

r2 + a? — 2ar cosy r2 + a? — 2ar cosy]3/?

Fazendo as transformagoes de variaveis: ' = m—0 e ¢’ = ¢+ m, modificamos a segunda
integral da seguinte maneira:

cosh) — —cost

sinf  —  sinb’
-1 1
Lo
0 0
cosy = cosl-cosh + sinb - sinb’ - cos(p — ') — —cosy (5.38)
obtendo

1
P(r) = %Q(TQ — a2)/ [(r* 4+ a® — 2ar cosy) % — (r? + a® + 2ar cosv)_?’/ﬂ d(cost') . (5.39)
0

— Diferentes maneiras para se obter o potencial (5.39):
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a) observador no eixo z (positivo) = r || Z. Nesse caso § =0 e cosy = cost/’

1
p(z) = %a(ﬂ — ag)/ [(r2 + a? — 2ar cost) 3% — (r? + a* + 2ar 0059')_3/2} d(cost))
0
L2 _ 2

Em 2z = a, temos ¢(z =a) =V.

b) expansdo em “multipélos”. Fatorando o termo (r? + a?) dos radicais
[r? + a* — 2ar cosy] ™3 = (r* +a?) 732 . [1 — 2a cosy|*?
com a = ar/(r? + a?), podemos reescrever a integral do potencial (5.39) como

V oa(r*—a

o(r) = 4Wm/ dQO// [(1—2c cosy)™ 32 _ (14 2a cosy)~ 3/2} d(cost))

Utilizando as expansoes

3 15 35
142) 32 =14 g+ 24 55,8
( x) 2:c+8x 163;

35
(1—2)™32 — (14 2)3?2 :3$+§x3---

temos
(1 —2a cosy) ™2 — (14 2a cosy) ™2 = 6 cosy + 35a3cosy + - - -

Note que somente os termos («a cosy)", com n impar, contribuem para o potencial devido a
simetria do problema. Usando a relagao 5.38, calculamos

2w 1
/ d(p’/ d(cos@')cosy = mcosb (5.41)
0 0

2 1
/ d(p’/ d(cos ) cos®y = Z cos0(3 — cos 0?) | (5.42)
0 0

e obtemos para o potencial

r3(r? — a?) 35  a*r? )
(T2+a/2)g COSQ|:1+24m(3—COSQ)—|—:| ,

3Va?

272

¢(r) =

onde somente as poténcias impares de cosf contribuem.

O parametro da expansao é @ Para um observador distante dos hemisférios, r > a, o

potencial é descrito por

+ )

9 2
— 3;; {cos@ — 17;2 (g cos’f — gcose) + .- }

que converge rapidamente. O primeiro termo corresponde a aproximacao do dipolo.




Capitulo 6

Equacao de Laplace:
Separacao de Variaveis

6.1 Coordenadas Cartesianas

Esse é um método utilizado para a solugao de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP). O pro-
blema de N varidveis pode ser separado em N equagoes diferencias ordinarias, se nao ha termos
que acoplem as coordenadas, e as equacoes diferenciais podem ser resolvidas independentemente
pois uma transformacao de variaveis desacopla as equagoes. Nesse tipo de problema é impor-
tante aproveitar a simetria natural do problema, para desacoplar as equagoes.

Para ilustrar o método vamos aplicé-lo inicialmente a resolucao da Equacao de Laplace,
com condicoes de contorno de Dirichlet sobre uma superficie cartesiana. Temos a equacao

0? 0? 0?

Supondo que é possivel escrever o potencial como um produto de funcoes independentes, subs-
tituimos o potencial por ¢(r) = X ()Y (y)Z(z) na equagdo (6.1) e obtemos
0? 0? 0?

Y7 —X+X7Z —-Y+XY —Z=0.
ox? * 0y? + 022

Dividindo ambos os lados por X ()Y (y)Z(2),

1 02 1 9 1 0

Para que a equagao (6.2) seja satisfeita para qualquer combinagio das varidveis indepen-
dentes {z,y, z} cada um dos seguintes termos deve ser uma constante

1 dx 1 &Y

1 27,
- = 1% =
X dx? ’ Y dy?

2 —
T

tal que o? + % = 42. Note que as constantes o, 3% e 42 podem ser negativas ou positivas,
pois {«, 5,7} € C. Temos, portanto, o seguinte conjunto de equagdes harmonicas com suas

54
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X

Figura 6.1: Caixa metélica com as faces mantidas em potencial nulo, com excegao da face z = c.

respectivas solugoes

d2X 2 ar —toxr | —
e +a’X = 0 = X(z)={", e} = {cos(ax), sen(az)} (6.3)
Y By —ify) —
QP +0Y = 0 = Y(y) = {™ e} = {cos(By), sen(By)} (6.4)
657{ 27 = 0 = Z(z) = {67276*'%} (6.5)

com v = /a2 + (2. As fungées Z(z) também podem ser escritas na forma
Z(z) = {e(a2+52)z, e’(a2+ﬁ2)z} = {cosh [(oz2 + 62)52] , senh [(oz2 + 52)%4} .

Em sua forma mais geral, o potencial ¢(r) é escrito como uma combinagdo linear das autofungoes

(6.3)~(6.5)

¢(r) = [Acos(ax) + Bsen(ax)| [Ceos(By) + Dsen(By)| [Ecosh(vyz) + Fsenh(yz)] . (6.6)

As amplitudes {A, B,C, D, E, F'} e os vetores de onda « e 3 devem determinados pelas equagoes
de contorno do problema. Portanto, consideremos, por exemplo, o caso de uma caixa metalica

de lados a, b e ¢, com ¢ = 0 em todas as faces, exceto por ¢(z = ¢) = V(x,y), como ilustra a
Figura 6.1.

Das equagoes de contorno temos que

o(r=0,y,2) =0 = X(z)= Bsen(ax)

¢(r,y=0,2)=0 = Y(y) = Dsen(y)

o(r,y,2=0)=0 = Z(z) = Fsenh [\/&2 +522]
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e consequentemente
o(r) o< sen(ax) sen(By) senh [\/cﬂ + 622]

Para ¢(x = a,y,z) =0 e ¢(z,y = b, z) = 0 as equagdes de contorno resultantes sao

mm .
aag=mn — «=—— , 1m Inteiro
«
nmw . .
Ob=nr = (= ? , n inteiro

tal que

Gmn(r) = Apn sEN [%m} sen [% ] senh [W\/ Zi; + Z—jz

¢ uma das infinitas solucoes caracteristicas que satisfaz essas condicoes de contorno do problema.
Assim, a solucdo mais geral deve ser escrita como a soma de todas essas solucoes

o(r) = Z A SEN [%x} sen [%y] senh [m/ 7:—22 + Z—jz

pois V2 ¢ um operador linear. Os coeficientes A,,,, serao determinados pela tltima condicao de
contorno, ¢(z,y,z = c¢) = V(x,y), tal que

: (6.7)

o(z,y,c) = Z A sen [?x] sen [% ] senh (Ymnc) = V(x,y) (6.8)

Usamos a ortogonalidade das fungoes sen para determinar os coeficientes A,

a !/ ™
/ sen [Ma:} sen {m Wx} dx = E/ sen(m\) sen(m'\)d\ =
0 0

a a ™

, m=m’

N

J/

o
3
N
=,

'
jus /
jé'm T

Para isso fazemos

; A, // sen [?az] sen {m:rx] sen [n%y] sen {n%y} senh(Ymnc) dxdy

= // V(z,y) sen {maﬂx] sen [nbﬂy} dxdy

a b 1 m'm n'm
Amn 5 5mm’ 5 5nn’ = 7/ N ’ 7 dxdy .
; 5 5 senh () // V(z,y) sen [ x} sen [ 5 y] xdy

a

e obtemos os coeficientes A,,,, em termos do potencial V' (z,y) na superficie 0 < x < a,0 <y <b

ez=nc,
4 “ b mm nm
Apn = d dy V(x, — —yl| . 6.9
ab senh(Ymnc) /0 x/o y Viw,y) sen [ a x] sen [ b y} (6.9)

A expressao (6.7), escrita em termos dos coeficientes (6.9), descreve univocamente o potencial
para as condicoes de contorno do nosso problema.
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6.2 Coordenadas polares em 2D

A seguir exemplificamos o método da separacao de variaveis para outro sistema. Considere a
intersecao entre dois planos condutores que formam um angulo v entre si e sdo mantidos em um
potencial constante V', ou seja, ¢(p,0) = ¢(p, 1) = V. Sendo o sistema invariante na diregao da
coordenada z, é conveniente usarmos as coodenadas polares bidimensionais r = (p,6). Nesse

caso o Laplaceano torna-se
1 0 0 1 02
{; a—p(ﬂa—p) o w} ?r) =0

Escrevendo o potencial na forma do produto

¢(r) = R(p) ©(9) , (6.10)
obtemos para a equacao de Laplace
p d dR 1 d*O 9
£z )= 2 =)\ 6.11
R dp (p dp) o d? (6.11)

Inicialmente resolvemos a parte radial. Temos nesse caso
pQR/l+IOR/_)\2R:0 7

que é conhecida como Equagao de Euler (ou eqiiidimensional). A equagao é regular para p > 0,
mas p = 0 é um ponto singular regular. Para essa familia de equacoes é comum procurarmos
uma solucao na forma R(p) = p". Substituindo R(p) = p™ na Equacao de Euler, obtemos

p2n(n _ 1)pn—2 + pnpn—l _ /\2pn _ O

nn—1)+n-XA=0 (equagao indicial)
2 _ )2 np=A
n2=\ = { ml (6.12)

Para A # 0, temos duas raizes distintas para a equacao indicial, portanto a solucao mais geral
deve ser da forma

Ra(p) = axp™ +bap™ para A#0 e p>0. (6.13)

Podemos verificar que R, = p* e Ry = p~ sio linearmente independentes (LI) calculando o
Wronskiano

A -
P P \ (_)\) \ pA—l B 9\

W(p* p) =

P pHA o

)\p/\fl _)\p*()ri’l)

de onde verificamos que W (p*, p=*) # 0 para todo p.
Quando A = 0 temos n; = ny = 0 em (6.12), portanto uma das solugoes é R(p)= constante.
A outra solugao é obtida por integragao direta da equacao diferencial

p’R' +pR — NR = 0 , p>0
pQRN—I—pR, = 0
pR'"+R = 0. (6.14)
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Fazendo R’ = u em (6.14), obtemos a equagao diferencial de 1 ordem pu’ = —u, que ao ser
integrada resulta em

ln(g):—ln<£) — u:uo Po — R’ZC—O.
Ug Po P P

Integrando R’

d d
rR=2 = dR:co—p — R(,o):co/—p
p p p

Por fim, temos duas solugoes independentes : R1(p) =const e Ry(p) = In p, tal que
Ro(p) = ag+bg In p para A=0 e p>0. (6.15)
O Wronskiano W (a, In p) = % # 0, com « constante, nos garante a independéncia entre Ry e Rs.

Para a parte angular temos da equacio de separagao (6.11), quando A # 0

2
ZT? + M0 =0, com O,=A, cos(A)+ By sen(N) . (6.16)

Quando A =0

i constante, com Oy = Ay + Byl . (6.17)

Combinando as solu¢oes das equacoes em cada variavel no produto (6.10), ficamos com
P(r) = Z Rx(p)©a(0)
A=0

= (ap+bo In p)(Ag+ Bob) + Z (axp™ + bap™) [Ax cos(A0) + By sen(A9)] .

A=1
(6.18)

As constantes ay, by, Ay e B, sao, em principio, arbitrarias e devem ser determinadas pelas
condicoes de contorno do problema

o(p,0) = d(p, ) =V para todo p >0 .
Aplicando as condicoes de contorno, obtemos:

e By = 0, pois o potencial deve ser oscilante na variavel 0, ou seja ¢(p,0 = 0) = ¢(p,0 =

V) =V;
e by =0 e by =0, para qualquer A, pois o potencial deve ser finito na origem;

Até entao temos a solucao

o(r) = (apAo) + Z ax p*[Ax cos(A0) + By sen(\0)]
A£0



atualizado em June 19, 2013 59

Na auséncia de plano condutores, terfamos condicoes periddicas de contorno e a unicidade
da solucao implicaria em

e = MOHIM) — A0 2T G2TA 1 o rA=2mn = A=n=0,+1,+2, ...

Em razao da presenca dos planos condutores as condicoes de contorno tornam-se outras. Temos
em 0 =0

o(p,0) = (apAo) + Z axp® [Ay+0] =V,
A£0

portanto fazemos Ay = 0, para A # 0, e (agAg) = V. Ficamos com (ayB) — a,)

Blp,0) =V +> axp* sen(\) .
A0

Em 6 = 1, temos a equacao

Sl ) =V + Y ay p* sen(Mp) =V,

A£0
portanto
) =mr = )\:m% . m=1,23.,
Finalmente, ficamos com
o(r) =V + Z m P sEN <m%9) . (6.19)
m=1

O segundo termo de (6.19) vai para zero quando p — 0, pois ¢(r =0) = V.
— Exercicio: Determine os coeficientes a,, em (6.19).
— Cavidades e Pontas

Analisamos o que ocorre com o potencial na regiao 0 < p < 1. Nesse caso podemos fazer a
aproximacao

d(p,0) =V +ayp? sin (%0) :
O campo elétrico serd dado por E(p,0) = —V¢, com V = épa% + ég%%, tal que
. m™ay (3_1) B T R T R
E(p,0) = ——— p'¥ {szn (—9) €, + cos <—9> 69:|
== o) ety
Note que para @ = 0 e para 0 = v temos E = |E|éy, perpendicular aos planos condutores.

A densidade de carga nos planos condutores é

a(p) = eoln(p)

0=0,
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a)

60

b)

Y

d) 4

P

Figura 6.2: a) Cavidade formada por planos condutores. b) Esbogo de como os campos E se
anulam no centro da cavidade. ¢) Ponta condutora com linhas equipotenciais. d) Esbogo de

como o campo E diverde na ponta.

com Lo
E =4-—
(p) 0 o(r)
Portanto eoma
1 (r/h—
o(p) = T ,0( =1

T P/ e=1)

(0

cos <%9> )

para # = 0 e 1, respectivamente.

Consideremos os seguintes casos particulares:

1. Cavidades: figuras 6.2a) e 6.2b)
a)v=7/2 = E,,ocxp
b)y=n/3 = E,, ocxp?
A)Y=n/4 = E,, ocxp’

. Plano Condutor:
=1 = E,,oca«ap’=const.

Pontas: figuras 6.2¢) e 6.2d)

a) Y =3r/2 =
b) ¥ =27

E,, ocxp”

[SIEH

= L, ocxp”

6.3 Solucgoes da Equacao Diferencial de Laplace em 3D

e Coordenadas Cartesianas Retangulares (z,v, 2):

Vip =

D*¢

Ro 9%
+ 57t 5 =0

5 (6.20)
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admite solucoes do tipo
Droikioks (T, 1, 2) = elkrztheyths) (ki + k3 + k3 =0) (6.21)
¢000($,y72) = (Oj—l-bl')(&—l-ﬁy)(A—l—BZ) (622)

e Coordenads Cilindricas (p, ¢, 2):
Seja ¢ = R(p)®(p)Z(2), entdo

19 [ 0¢ 1 0% 0%
2p=-2(,22) 4 29 =0 6.23
Vo 00p<3p>+p20902+022 (6:23)
separa em trés equagoes
1 m?
R+ ;R’ - (K2 + ?) R =0 (6.24)
" +m?’d = 0 (6.25)
7"+ K*272 = 0 (6.26)

sendo que a condigao de unicidade ®(p + 27) = ®(p) implica em m =0, +1,£2,--- e K
¢ uma constante de separacao que deve ser determinada pelas condicoes de contorno do
problema. O conjunto de solu¢oes para a Eq. (6.23) ¢ formado por

Gixm(p,0,2) = eil:KzBm(Kp) [a cos(mep) + 3 sen(my)] (6.27)
¢>ﬂ<o(p ,2) = e B (Kp) (a4 By) (6.28)
unlpop2) = (a+0) (Ap+ 2 ) fa cos(m) + 5 sen(me)] (629
boo(p; p,2) = (a+bz)(A+ Blnp)(a+ Byp) (6.30)

onde m =0,1,2,--- e B(Kp) é uma funcio radial da familia das func¢oes de Bessel e K
¢ um namero de onda que pode ser real ou imaginéario.

Coordenadas Esféricas (7,6, ¢):
Seja ¢ = R(r)P(cosf)P(p), entdo

,06 10 20 1 0%
292 4 ad Z T
rVie = (T 87“) T send 90 (se 98«9) T Sen?d Dp? 0 (6:31)

pode ser separada em trés equacoes

2 (G +1
sl U De g (6.32)
r r2
(1—2®)P" —22P + |j(j +1) — e g 6.33
JU+Y) =13 = (6.33)
" +m?’d = 0 (6.34)

onde x = cosf. Para que P(cosf) seja regular nos polos § = 0 e § = 7 devemos ter
7=0,1,2,3,--- e para que ® seja univoca fazemos m =0, +1,£2,--- , £j.
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Figura 6.3: Eixos do sistema de coordenadas esféricas

-y

A equago (6.31) admite solugoes na forma

Gjm(r,0,0) = (Arj + %) Pj"(cost)) [a cos(myp) + 3 sin(myp)] (6.35)

comj=201,2---em=0,1,2,---7. P}”(cos&) sao as funcoes associadas de Legendre
de primeiro tipo e grau j. Podemos combinar as solugoes da parte angular para reescrever
(6.35) na forma

, B

As funcoes ij(é’, ¢), denominadas harmonicos esféricos, satistazem a equagao(6.31) para
r constante e podem ser escritas como

Y"(0,¢) = P"(cost) [am cos(mp) + B, sin(myp)] , (6.37)
param =0,1,--- .7 ou ainda
2j+1(5 —m)! ,
Ym — Pm me .
(0, 9) \/ o Grm (cosh)e™? | (6.38)

param =0,41,42,--- ,+jej=012---.

6.4 Problema de Sturm-Liouville

O problema de Sturm-Liouville descreve de maneira geral uma classe importante de problemas
em fisica, que sao os problemas de condigoes de contorno em sistemas de equacoes diferenciais.
Por exemplo, sao casos particulares dessa classe de problemas:

e Problemas em Eletromagnetismo, Termodinamica, Mecanica Quantica, Mecanica Cléassica
entre outros;

e Teoria de operadores lineares, as fungoes especiais e o problema de auto-valores;
e Asexpansoes em séries de polinomios (Bessel, Legendre, Hermite, etc) e séries de Fourier;

e EDP com condigoes de contorno, de maneira geral; etc...
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Em seguida fazemos uma descricao resumida das propriedades dessa classe tao importante de
problemas.

O problema de Sturm-Liouville é definido pela Equacao Diferencial
[p(2) ' ] —a(z) y +Ar(x) y=0 (6.39)
com y(z) definida no intervalo a < x < b, juntamente com as condi¢oes de contorno
a1 y(a) +az y'(a) =0 : by y(b) + by y'(b) =0 (6.40)

nos pontos extremos. Adiante veremos que as condigoes de contorno sao tao importantes
quanto a propria equacao diferencial, pois juntamente com a Eq. (6.39) determinam as solugoes
caracteristicas do problema. Um intervalo arbitrario a < x < b pode ser considerado, com
a e b finitos ou infinitos, dependendo de p(z), g(x) e r(x). Além disso, impomos as seguintes
condigoes: p(x) >0 e r(x) > 0, no intervaloa < x < b.

Exemplos de Equacoes de Sturm-Liouville sao:

Equacao Harménica: p(z) =1, q(z) =0, r(z)=1
y"+Xy=0  com solucdes  exp (izﬁx)
no intervalo —oco < z < oo.

Equagao de Bessel: p(x) =z, q(x) =v*/z ,r(z)==x

1/ V2 " 1/ V2
[z —?y—i—/\xy:O =y +;y—|— /\—? y=20

no intervalo z > 0.

Equacéo ordinaria de Legendre: p(z)=1-—2%,q¢(z)=0,r(z)=1
(A=) +i(+ Dy =0 = (1—a*)y —2uy +j(j + 1)y =0

no intervalo —1 < z < 1.

Equagao de Hermite: p(z) = exp(—2?), q(x) =0, r(z) = exp(—2?)
[e“ﬁy’}/ +2o2ne Py =0 = ¢ — 22y + 2ny =0

no intervalo —oo < z < oo. (Eq. do oscilador harmonico quéantico)

Equacgao de Laguerre: p(z) = zexp(—z), q(z) =0, r(z) = exp(—1)
[:ve_”ﬁy'}/ +ney=0 = 2/ +(1—2)y +ny=0

no intervalo > 0. (Eq. radial do atomo de hidrogénio)
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A seguir derivamos as propriedades mais importantes do sistema de Sturm-Liouville, as
quais nos serao uteis para a solucao de uma grande variedade de problemas de eletrostética.

Primeramente, definimos o operador linear diferencial de Sturm-Liouville L,

Llyl=—[p)y ]+ al2) y,
tal que a equacao diferencial de Sturm-Liouville (6.39) torna-se
Lly] = Ar(z)y.
Sejam as fungoes y;(x) e yo(z) solugdes da equagao de SL no intervalo [a, b]

Lyl = Ar(o)y
Llya] = Aor(x)ys .

Utilizando o método de integracao por partes vamos demonstrar na sequéncia a Identidade de

Langrange para o operador £

/ {Lllys — 11 L]} d = —p g — 138

a

— Identidade de Lagrange para o operador L:

(6.41)

Considere as fungoes y;(z) e ya(x), com derivadas segundas bem definidas. Para essas fun¢oes

caracteristicas escrevemos

b b
/ Lly]ys dx = / {—=(py1)"v2 + qryo} du .

O primeiro termo no lado direito da equacao ¢é integrado por partes

b
b b
/ —(py) y2 | dz=—pyiys —/ [—p yhv5) dz

f/ g a A ~~
«

b b
/ p iyhde = / p dhide .

com

Também temos o resultado

b b b /

/pyé Y, dx =p yhun —/[pyé]yldx,
a \;/v a

gl a

que pode substituir o termo « na Eq. (6.43), resultando em

b

b
/ [—(p v1) yo) dz = —p yiy2| + PY1ys

b
n / [(—p 4)'w] de

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)
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Entao, reescrevemos (6.42) na forma

b

b b
/ Llylys dz = —pyiys — 11y +/ [—(pyb)y1 + qyoyn] da
a (; (lb
= —plyiye — vyl | + /a Llylyr dx (6.47)
que nos leva a
b b
| Lt =l de = <plim-mikl| . — (6.48)

Antes de derivar as varias propriedades que decorrem da Eq. (6.48), vamos considerar
algumas das formas que as condigoes de contorno de SL podem assumir

Direchlet: y(a) = y(b) =0

Neumann: y'(a) = y'(b) =0

Cauchy: y(a) = y(b), y'(a) =y'(b)

caso geral: ayy(a) + asy’(a) =0, byy(b) + bay'(b) =0

Derivamos, entao, as seguintes propriedades.

P1)- Se y; e ys satisfazem as condi¢oes de contorno de SL

b
[p(x) (Y195 — vh2)] | =0 (6.49)
nos pontos extremos a e b, entdo a Eq. (6.48) torna-se
b
[ (Etuloe — Llly s =0 (6:50)
Usando a notacao de produto escalar
(L) v2) = (1, Llya]) = 0 = (Llwn], y2) = (v, Llya]) - (6.51)

Portanto o operador de Sturm-Liouville £ é auto-adjunto.

P2)- Se L ¢ auto-adjunto seus autovalores sdo reais:
Sejam

A =+ iv = constante
com u, v, Ulx), V(z) € R.
y(z) = Ulx) +iV(x)
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Se y(x) satisfaz as condigoes de contorno, temos

(Llyl,y) = (, Lly]) = (Ary,y) = (y, Ary)

com r(x) € R. Usando a notagao integral para o produto escalar

/a Ny (2)y(a) dr = / (@)ry(e) da

b
(X = ) / r@)y (@)y(e) de = 0

b
(A — )\)/ r(z) [U(z) + V()] dz =0 . (6.52)

Para que a Eq. (6.52) seja satisfeita devemos ter \* = X, pois U%(z) + V?(z) # 0. Mas
A — A= —-2iv=0 — v =0. Portanto o autovalor A deve ser real se £ ¢ auto-adjunto.

Essa é uma propriedade importante para a Mecanica Quantica, pois implica em que os ope-
radores que representam grandezas observaveis devem ser auto-adjuntos (ou Hermitianos se £
for complexo).

P3)- Fungoes caracteristicas (autofungoes) ortogonais se £ é auto-adjunto:
Considere os pares de autofuncoes e autovalores do operador £

Ym(T) = Am e Yn(T) —— Ao,
os quais satisfazem as equacgoes de SL

E[ym} = AnTYm
Lly,] = A\ryn -

Se L é um operador auto-adjunto, entao

(Llymlsyn) = Ym: Lyn]) (6.53)
(AmTYm:Yn) = (Ym: Aarn) (6.54)

com A, € \, reais.
Por simplicidade, assumimos que os autovalores nao sao degenerados, ou seja, \,, # A, para
m # n. Entdo, desenvolvemos a equagao (6.54) para obter

(AT Yms Yn) = Yms AaTYn) = 0
b b
[ dwr @) o= [ @@ e = o

o — A) / r(2) o (2)yn(z) dz = 0 (6.55)
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Dois casos podem ocorrer:
param #n e A\, # \, temos

[ r@i @) dr =0, (6.56)

portanto y,,(x) e y,(z) sdo ortogonais em relagdo ao peso r(z).
Para m=ne A, — \, =0 temos

b
/wm%w%ww (6.57)

onde N, ¢ a norma da fungao em relacdo ao peso r(z).
Unificando os resultados (6.56) e (6.57) numa mesma equagao, a propriedade P3 é repre-
sentada pela expressao

b
/ r(z) yr,(2)yn(z) dz = Ny, S - (6.58)

Se N,, = 1 para todo m as autofuncoes y,, sao denominadas ortonormais.
Tratamos a seguir da expansdo de fung¢des arbitrarias f(x) em termos das fungoes caracte-

risticas de SL, no intervalo [a, b]. Uma solugao arbitraria do problema de Sturm-Liouville pode
ser representado pela série infinita

— Zanyn(x) : (6.59)

com as constantes a, a serem determinadas pelas condi¢oes de contorno nos pontos r = a e
r = b. Para determinar a,, fazemos

Pyt = an Ty

b b
[ @) 1) de =3 an [ rta) g @uno) da

Portanto
A, / f(z) dz | (6.60)
com

:/ ) |y () |Pda (6.61)

para todom =1,2,---.
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6.5 Completeza

O conjunto de fungoes {y.,(z)} é considerado completo se descreve rigorosamente qualquer
fungdo f(x) no intervalo [a, b], ou seja, se a igualdade (6.59) é satisfeita rigorosamente e a série
¢ convergente. Nesse caso, utilizamos (6.60) para obter

flz) = Z AnYn ()

n

= S| [ @) @) ] e

- /zb {TJ(\Z) Zy:i(:c’)yn(:c)] f(a) da’
— /ab5($’—x)f(;1:’) dx’ . (6.62)

Portanto, para um conjunto completo temos

@)y %in(x) o —x) . (6.63)

6.6 Unicidade das séries de Funcoes Caracteristicas

19%caso) Duas fungoes f e g expressas pela mesma série devem ser iguais.
Considere o conjunto completo de fungoes caracteristicas {y; }

f(ﬁ) = Z?:l Ci Yi = Zi:l (yu f)yz'
g(x) =30 iy =2 Wi 9) v

para qualquer i. Mas se {y;} é um conjunto completo, devemos ter f — g = 0, e, portanto,

f(x) = g(x).

>Ci=(yi,f)=(yi,g) — W H)=Wn9) = (4. /—9) =0

29%aso) Os coeficientes da expansdo de uma fungao f(x) sdo tnicos,

f—z CilYi f—z diyi

=1 =1

lim = lim =0 = ¢ =4d;
n—oo n—oo

ou seja, a funcao f(z) é expressa por uma tnica série na base de func¢oes {y;}. Na expressao
acima utilizamos a notacao

1fIl = (f(x), f(z)) z/ |f(2)|Pxd

para representar a norma da fungao f(z).
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Consideremos a desigualdade triangular ! no espaco de funcgoes

n

Z CilYi Z d;y;

%

n

Zciyi_f+f_z d;y;

<

n

Zciyi - f

(2

< +

+ <e

f—zdz’yi = Hf—ZCiyi f_Zdiyi

pois, se {y;} é completo, podemos encontrar n grande o suficiente tal que

Hf_zciyi <g € Hf_zdiyi

com € tao pequeno quanto se queira, porque ambas as séries sao convergentes. Portanto

b| n n 2 b
/ Zciyi_zdiyi d$:/

Porém a igualdade acima s6 pode ser verdadeira se ¢; — d; = 0 e ¢; = d;. Portanto ¢; = d; =
(yi, f) e os coeficientes da série sao unicos. Fisicamente, podemos dizer que os coeficientes
usados para representar o potencial nao dependem da posicao do observador.

£
<§,

n

Z(Ci_di>yi

i

n

b
dr = Z(ci—di)(cj—dj)/ yiydr = Z(Ci—di)Q <e.

ij a i

3%aso) Os coeficientes ¢; da série

n

f(z) = Z CilYi

i=1

nao dependem de n, ou seja, nao dependem de quando a série é truncada.

— 1
'Um exemplo geométrico simples da desigualdade triangular é | + | = [vz + u? + 2|9||i| cos (v, ﬁ)}
}1/2

N

[0 + [al?



Capitulo 7

Expansao da Funcao de Green

7.1 Coordenadas Esféricas

Em coordenadas esféricas (r,0, ¢) (Figura 6.3) escrevemos

_ 1 & (rg) 1 a( a¢) 11 9%

V26 = i I A
sen r? sen? Jy?

r  Or? r2 senf 00 0 (7.1)

06

Nesse caso ¢ conveniente escrever o potencial ¢ na forma do produto de funcoes

¢(r) = o(r,0,¢) = P(0) Qp) , (7.2)

U(r)
-
ainda mais se as condicoes de contorno podem ser representadas por planos no sistema de
coordenadas esféricas. Introduzindo (7.2) em (7.1) e multiplicando a equagao resultante por

r3sen®0 /U PQ, obtemos

1 9°U 1 1 0 oP 1 0°Q
2.9 S
r“sen 9{— 5,2 +r2sen9 5 (sen& )}—1— 0.

Sendo as variaveis r, 6 e ¢ independentes, devemos ter

1 2Q , , o [1 dU 1 14 dP
@ d_gpQ = —m = (—1)7’ sen 9 |:5 W—i_ TQSene F @ <sen9 —)1 s

onde m é uma das constantes de separacao. Para a parte azitumal ficamos com a equacao

Q// + m2Q =0 = Q(SO) — 6:I:z'm<p ’

com m inteiro, por imposi¢ao da condi¢do de unicidade para Q(p)

6img0 _ eim(go—i—?ﬂ')
M =1 = m=0,4+1,42. (7.3)
Resta ainda a equacao
m? r? 1 1
—_ Ul/ = QP/ /
sen’0 U * senf P[sen F

70
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que pode ser separada por meio de uma constante (I + 1), !

2 2
e, -1 1 ,, m
_ = — OP =1(l+1
U v senf P[sen I'+ sen?f ((+1,
produzindo as equacoes
U
U'—1(1+1) 7"_2:0 (7.4)
2
"/ . _
om [senf P + {Z(H— 1) senQQ} P=0, (7.5)

denominadas Equacao de Euler e Equacao generalizada de Legendre, respectivamente. Todas
as equacoes acima sao Equacgoes de Sturm-Liouville, com as devidas propriedades.
A equagdo (7.4) admite solugbes do tipo U(r) = r®, com a1 =1+ 1 e ay = —I, tal que

U(r) = Ar®t + Broz = Ayttt 4 B!

U(r) - B com A e B arbitrarios.

Inicialmente consideramos o caso particular m = 0 na Equagao de Legendre. Isto cor-
responde a um problema com simetria azimutal, pois o potencial ¢(r) = ¢(r,0) passa a ser
independente de ¢. Ficamos, portanto, com a equagao

1 P
4 {sen& d—} +I(l+1)P=0.

senf df deo
Fazendo a mudanca de variavel x = cosf, com dx = —senf df = df = —dx/send, reescreve-
mos
1 d daP| 1 d drP| d 2, AP d 9
sond 20 {sen@ @] = senQ(_Sene) . {sen@(—sen@) %} = {sen 6 %} = {(1 z°)
e obtemos a equacao de Legendre na forma
d dP
— |(1=2%) — | +Il(l+1)P= :
o= E] v vr=o. (76)
cujas solucoes sao os polinémios de Legendre
P()(.I’) = 1
P(x) = =
1
1
Psy(z) = 5(59:3—3:@
1
Py(z) = g(353:4 — 302% + 3)
P(z) = Li1(2—1)1 Formula de Rodrigues (7.7)
(@) = gy o7 (@ rmu rigu .

No caso mais geral essa constante de separacdo pode ser real.
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Os polindomios Pj(x) satisfazem uma Equagao do tipo Sturm-Liouville e também satisfazem
as condicoes de contorno

=0.

-1

{p(x) [Pi(x) Py (x) — Py () P ()]}

Portanto os polindémios Pj(z) formam um conjunto completo e ortogonal

/ " e Po(e) Bia) = —2— b0 (7.8)

) 20+ 1

2
com r(x) = 1. A constante de normalizagdo é N, = T,

—> Exemplo: Potencial produzido por uma casca esférica de raio a, com

+V 0<0<3
V(a,0) =
-V +5<0<m

O sistema tem simetria azimutal, pois V nao depende de ¢, portanto

¢(r) Z {Alr +m} Pi(cosh) . (7.9)

Temos duas situacoes diferentes:
— para r<a devemos fazer

B =0 = (b:Z A; v Py(cosh) .
!

— para T >a devemos fazer
B
A=0 = ¢= E l P(cosb) .

Consideremos o primeiro caso (r < a). Como a fungdo V(a,f) é impar em relagdo a
coordenada 6, somente os coeficientes A; com [ impar sao diferentes de zero. Para determinar
os coeficientes A; restantes, impomos condi¢oes de contorno na esfera, r = a, e utilizamos a
ortogonalidade do conjunto {P;(cosf)}

o(a,0) = Z A; a' P/(cosb)
1

/ Py (0) ¢(a,0) send db = Z A a / Py (cosl) P(cosl) send db
; Jo

0

J/

2;5;,1
20+ 1
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A a 2l—+1 / ¢(a,0) P(cosb) send db
-1
20+ 1 Vo /—1\ 7 (2 +1)(1—2)!
A= V P(x) de = — | —
! 24! /0 () al ( 9 ) (l+ ) ’
onde

n-(n—2)---5-3-1 para n > 0 impar
=< n-(n—2)---6-4-2 para n > 0 par

1 paran = —1,0.

Usando os coeficientes obtidos acima, escrevemos o potencial como uma série de ponténcias
impares da variavel r e os respectivos polindmios de Legendre

r

o(r,0) =V EEH(COSQ) — g (5) P3(cost) + % <Z>5P5(C059) +.. }

Para r > a o procedimento é o mesmo e obtemos

o(r,0) =V E <;>2 Pi(cosf) — g <%>4P3(COSQ) + .. } —

7.2 Expansao da funcao de Green |r_1r,‘ com simetria axial

Para um observador fixo na posi¢do r, o potencial ¢(r) pode ser calculado pela formula de

Coulomb .

- / / o 1 p(I‘/) /
o(r) = 47T€0/vp(r)G(r,r)dV = 4%50/1,|r—r’|dv : (7.10)

na auséncia de condicoes de contorno. Pretendemos expandir a fung¢ao de Green como uma
série de autofungoes do operador Laplaceano escrito em coordenadas esféricas, para representar
com mais simplicidade problemas sujeitos a condi¢oes de contorno esféricas. Inicialmente,
procedemos expandindo, inicialmente, a fun¢do G(r,r’) = 1/|r — 1’| e incluimos as condigoes
de contorno posteriormente.

No caso mais geral, em que a posicao do observador ¢ descrita pelo vetor arbitrario r, temos
a situacao ilustrada pela Figura 7.1a), onde v = rr’, com 6 e ¢ arbitrarios. Mas se o vetor r’
se mantém fixo podemos orienté-lo paralelamente ao eixo Z, sem perda de generalidade, o que
resulta em 0" = 0 e v = 0. Tal situagdo é ilustrada pela Figura 7.1b). Com r’ || 2, a funcao
1/|r — r'| passa a ter simetria azimutal e podemos representa-la como uma série de polinomios
de Legendre

o0

L _ L - (Alr LB )B(cos@) (7.11)

v —r/|  (r2+712%—2rr'cosf)!/? —

onde # é o angulo entre r e o eixo Z, e os coeficientes A; e B; dependem parametricamente de
r.

Os coeficientes da série (7.11) sao tnicos e independentes do vetor r, portanto temos a
liberdade de orientar r arbitrariamente para calcular seus coeficientes, pois os coeficientes da
expansao devem ser tnicos (se¢ao 6.6). A orientagdo mais conveniente é r || 2, tal que 6 = 0,
pois

1 1 1 1

- = = .
lr —r/| (r2 + 12 — 2rp")1/2 (r—r2  |r—1|
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a)

Figura 7.1: a) Vetores r e r’ arbitrariamente orientados, formando um é&ngulo v entre si. b)
Vetor 1’ || Z, tal que ' = 0 e v = 6, e r arbitrariamente orientado. Note que r’ define duas
regioes do espaco, onde r- =r <r’ our. =r > r'. ¢) Ambos os vetores r e r’ alinhados com
o0 eixo z, tal que y =60 =0 = 0.

Note que T = e portanto poderiamos igualmente trocar r = r’ nessa deriva¢ao.

\r
Parar>r,temosr:r>er =r.em

1 1 1 1 X /ro\!
- - -3 (5)
r — /| r(l—r—) r (1—T_<> > 95 \>
>

onde usamos o identidade

Para r <7/, temos ' =r- er =r. em
1 1 1

[r—7/| r’(l—;) 7">( _T_<>

Portanto, de maneira geral,

1 = rt
|T _ T’/| = ; E ) (712)
com 7 e r. sendo, respectivamente, o maior e o menor entre r e r’.
Para calcular os coeficientes igualamos as séries (7.11) e (7.12), levando em conta que
P(cosf) =1 para § = 0. Para r > 1’ temos

1
|,,,_7,/| Z Blﬁ

>
o0
E E B —1 = B =r =7
l+1 AN L= 1< = ;
=0 "> ">

enquanto que, para r < r’,

T 1 1
2: < _ § l _ _
_l+1 = AZT’< — Al__l+1_ AR
[N r
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Portanto, para o caso em que um dos vetores r ou r’ é mantido fixo enquanto o outro é
posicionado arbitrariamente, a funcao de Green pode ser expressa na forma

1 > rt
= Y =55 Pilcosy) (7.13)

r—x =0 >

com v = 6 ou v = ¢, dependendo do caso. Também podemos escolher inicialmente eixos
tais que r || 2, e os resultados serdo os mesmos (vamos usar essa configuracado para expandir
o potencial devido a uma distribui¢do de carga em multipolos). Se ambos os vetores r e r’
estiverem arbitrariamente orientados, teremos cos(y) = cosf cost’ + senf cost’ cos(p — ¢').
Nesse caso a expressao (7.13) deve ser generalizada.

Por fim, no caso particular em que r = v’ = 1, a equagao (7.13) torna-se uma geradora de
polinémios de Legendre

b = Zﬂ(cosv) (7.14)

sobre a esfera de raio unitério.

7.3 Harmoénicos Esféricos

Consideramos agora o caso em que m # 0 na equacao de Legendre

2

[(1— 2P + {l(l +1) = m

— 12

=

As solugoes da Eq. Geral de Legendre sao os polinomios P/"(cosf) que podem ser obtidos pela

relacao de recorréncia

m
m
2

PMz) = (=)™ (1—a?)

P(x) .
dz™ {z)

Para que P/"(x) seja finita em todo intervalo (-1,1) — inclusive em z = £1 — devemos ter

[ =0 ou inteiro positivo
m = inteiro, com -1 <m<l

Os polinémios P™(z) também formam um conjunto completo e ortogonal, com

" pmig) pm 2 (+m)
/_1 F)l’ (I).Pl (Z‘)d$—2l+1 (l—m)‘ 6“/.

Quando m # 0, além de P/"(z), temos ainda os harmonicos Q,,(¢) = €™?, com — < m <.
Unindo P"(cosf) e Qn(p), obtemos um conjunto completo de fungbes ortonormais, que
pode ser utilizado para representar qualquer fungao sobre a esfera de raio unitério

2041 (I=m)! _ . im
Yzm(97¢)=\/ W El+m§!PI (cosf) ™.

As fungoes Y, (0, ¢) sdo chamadas Harmonicos Esféricos. Algumas de suas propriedades
sao:
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— para os harmonicos esféricos complexos:
Yim(0,0) = (=1)" ¥, (0, )

— ortonormalidade:

27 1
/ dgp/ d(cosh) Y;,..(60,¢) Yin(0,9) = 6110mm (7.15)
0 -1

— completeza: considere a expansao de F(Q) = F(0,¢) = >, Aim Yim(0,¢). Usando a
ortogonalidade, obtemos

A = [ FO.2) i 0.)
onde dS2 = d(cosf)dp. Substituindo A, na série de F(6, ) encontramos

F(0,¢) = / FO,0) |3 Yin(0,) Vil )
Im

Portanto

ﬂY:/FmU&Q—meﬂ (7.16)

D Vinl0,9). Y5 (0, ¢) = 5(2 — ) (7.17)
lm

representa a completeza do conjunto.

— Teorema da adicao de harmonicos esféricos:

Sem perda de generalidade, podemos mudar a orientagdo dos eixos na expressao (7.16) e

reescrevé-la em termos dos angulos recém-definidos. Para a demonstracao do teorema, es-
colhemos orientar o eixo polar na diregao 2, ou seja z || (6, ). Nesse caso obtemos

[20l + 1
Yin(0=0,p0) = ?5771,0
. T [21 1
Z Yim(07§0)}ﬁm(6/,§0’) — Z ? }/10(7) = Z ? PZ(COS’Y)
Im l

2l—i—1

") Pi(cosvy) d©Y

ﬂm:/FQ

onde v é o angulo entre as orientagoes 2 e €Y, para a nova escolha de eixos. Como o lado
esquerdo da equacdo (7.16) representa um escalar e seu valor ndo muda com a orientacao dos

eixos, devemos ter
2041
3" 22 Pcosy) Z Yim (6, 0). Y5, (6) .
!

> %mw,so)-iﬁ:n(e’,so’)] &Y — F(Q)=
lm

47
Igualando os termos pertencentes ao mesmo subespago [ encontramos a regra para adigao de
harmonicos esféricos

l

47T * / /

m=—1



atualizado em June 19, 2013 77

Podemos também expressar (7.18) em termos de polinémios de Legendre, na forma

m

l—|— m <COSQ> Pl (COSG/) cos [m(QO _ QOI)]

!
Py(cosvy) = B(cosh) P(cosh’) —i-QZ
m=1

Alguns exemplos de harmonicos esféricos sao

Vo = 11/52 sen® cosf ¢

Y31 = —11/2 senf(5cos?( — 1) ¢
| Yo = V= (3 cos®d — 3 cosb)

Os harmonicos esféricos nos permitem expressar qualquer fungao ¢(r) em coordenadas

esféricas na forma
7" 9,(,0 Z Z [Almr + l+1:| YZm(eaSO) )

=0 m=-—I
com r orientado arbitrariamente no espaco.
Por exemplo, se r e 1’ sao dois vetores quaisquer, a situacgao ilustrada pela Figura 7.1a pode
ser decrita pela funcao de Green

1 ©
r—r| Z ?—fl Py(cos7)
=0
- : 4 7t
=2 2 o1 it Ym0 ) Yim (6. 9) - (7.19)
>
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Note que as variaveis (€', ¢’) e (0, p) estao fatoradas, portanto é possivel somar livremente sobre
a densidade de carga, em (', '), para obter o potencial em (6, ¢).

Por fim, consideremos o potencial, livre de condi¢oes de contorno, produzido por uma
distribui¢ao de cargas p(r’) localizada em torno da origem. Nesse caso podemos calcular ¢(r)
substituindo a expressao (7.19) na formula de Coulomb

o(r) = meamwaﬂ

0 l
1 / 47 rl<
= * 9/ / Ym 8 d /
4dmeg / p(r') Z Z o0+ 1 L i (0,0") Yim (0, 0) | dV
v =0 m=-1 >
o] l
1 47 o Vi (6, )
- / * 0/ /d / 2im\Y5 ¥)
S 3t [ ]
L L o Yim(0, )
B " T 2
fo i A+l anlpl)] =i (7.20)

onde ¢, [p(r")] é um funcional da densidade de carga, denominado tensor momento de mul-
tipolo de ordem [

qwmmzﬁmmwlmmwww. (7.21)

As expressoes (7.20) e (7.21) definem a representacao esférica dos multipolos, em termos das au-
tofungoes do Laplaceano esférico. No entanto, a multiplicidade e a representagao dos momentos
deve variar de acordo com o sistema de coordenadas utilizado, como veremos adiante.

7.4 Funcao de Green com condicoes de contorno esféricas

Até entao consideramos potenciais na auséncia de condicoes de contorno. Um caso um pouco
mais geral consiste em expandir a funcao de Green para a regiao exterior de uma esfera con-
dutora com potencial nulo. Tal fun¢ao de Green (Eq. 5.15) foi obtida pelo método da carga

imagem
1 a/r’

- |I‘—I‘I’ - ‘ (a2> ,
r—| — | 1n
,r./

— Exercicio: Utilizando os métodos descritos na secao 7.2, mostre que

Gp(r,r)

(7.22)

1 a/r’

Ir — 1| B ‘ <a2> )
r—(— |n
7-./

oo l +1
4 rL 1 [ a?
-y ¥ LT “ () Vi () .
A 2Z+1(7°l>+l a<rr’) ) im(§¥) Yim(€2)

=-—I

GD(r7 I'/) =

Note que G(a,r’) = G(r,a) = 0 satisfazendo Dirichlet. «—

Um caso ainda mais geral, no entanto, consiste em se obter a funcao de Green entre duas
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superficies esféricas com condigoes de Dirichlet V' = 0. Escrevendo a equacao de Green em
coordenadas esféricas obtemos

ViG(r,Y') = —47r5(r—r’)

_ g =) ZZY () Yin() (7.23)

onde utilizamos a propriedade (7.17) para representar a parte angular da funcao delta de Dirac.
Em caso do problema apresentar simetria esférica, podemos simplificar a Eq. (7.23) escrevendo
V2G(r) = =6(r)/r%

A funcao de Green pode ser escrita em termos de harmoénicos esféricos
= Z Z Alm(r; r/)Yim<Q) )
l m

onde Ay, (r;r’) dependem parametricamente de r’'.

Como as condigoes de contorno sao definidas sobre superficies esféricas concéntricas, deve-
mos admitir uma solucao separavel nas coordenadas (r,6, ). Além disso, a funcao de Green
deve ser simétrica com relacdo a troca de variaveis, G(r,r’') = G(r/,r). Por ambas as razoes
utilizamos o ansatz

Z Gim (7, 7") Vi (V) Vi () (7.24)

Aplicando o Laplaceano a expressao (7.24), obtemos

1 & 1
V2G(r, 1) Zy* Q)Y ){ dQTglmrr]+Zgzmrr Q)[EV%Y}WL(Q)} ,
com
V2 YL (Q) = ! d—Z(senHY )+Ld—2y = —I(l+1) Y (Q)
@ mY = senf db? T sen?0 dp? T AR

Podemos reescrever a equac¢ao de Green (7.23) na forma

ZF dgrgxrr>—za+1>@]y"<9’>¥ (@) = —4r 20 2 Vi) Yin()

r dr?
Im

de onde obtemos uma equacao para a parte radial do potencial

ijfgl( r') — l<l: D g,(r,r") = —4r —5(TT_2 r) (7.25)
Para r # 1/, temos a equacgao homogénea
L gy - D gy = 0
que admite solugoes do tipo g = 7%, com A =1 e A = —(I + 1). Portanto, na forma mais geral
escrevemos
A(r') vt 4+ B(r') r~ (D) para r <71’

g,(r,r") =
A 4 B ) para > 1"



atualizado em June 19, 2013 80

Figura 7.2: Dominio V entre as esferas de raios a e b, onde a fungao de Green é obtida.

onde as constantes A, B, A’ e B’ dependem parametricamente de ' e devem ser determinados
pelas condicoes de contorno. Consideremos o potencial na regiao V, entre as esferas concéntricas
de raios a e b > a, como ilustra a Fig. 7.2.

Para determinar as 4 constantes aplicamos as seguintes condi¢oes de vinculo

e a fungdo de Green de Dirichlet, Gp(r,r’), deve se anular em r =a e r = b (2 eqs.);
e Gp(r,r') deve ser continua em r =1/, com Gp(r,r’) = Gp(r',r) em r # r’ (1 eq.);

e a descontinuidade da derivada de Gp(r,r’) é determinada integrando-se a equagao (7.25)
em torno de r = r/, para levar em conta o efeito da delta de Dirac (1 eq.).

Para r < r’, em r = a temos

g,(a,7") = A(r')a + B(r’)# =0 = B(@)=-A>F)a*".

Para r > r’, em r = b temos

1 1
a(br) = AW + B =0 = AW = B0 para. 7> 1
Portanto
A(r') (l %) , r<r
gz(ra T/) -
B(r") (ﬁ—%) , r>r

Usamos B’ — B para simplificar a notacao.
Restam ainda as constantes A(r’) e B(r’). Para eliminar uma delas impomos que g,(r,7') =

g,(r',r) em r =1,
241 !
;a 1 T
A(r/) (7’ — T > = B(r/) <_Tl+1 — le-‘rl) . (726)

A equacao é satisfeita em r = 1’ se fazemos
1 rt
/ J—
Alr') = (m - m)
20+1
/ o /1 a
B(r) = (7“ B r/(l+1)) )
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tal que, para r e r’ quaisquer, temos

, l a2l+1 1 7"l>
g/ (r,r") =C(r. - AT P Topal ) (7.27)

<

E possivel verificar que g,(r,7') = g,(r',r) em (7.27) se trocamos as posi¢des r < 7/, levando
em conta que 7~ e r. designam o maior e o menor entre r e 1/, respectivamente.

Para determinar a constante C multiplicamos a equacao de Green por r e integramos no
intervalo [r' —e,7" + €]

r'+e d2 r'+e / r/+55 R
/ d27‘gl(7’ r)d’r—l(l—i—l)/ —gl(r7r)dr:—47r/ —(T T)dr.

I_¢ r—e T I_¢ T

Levando em conta que a fun¢do g¢,(r, ) deve ser continua
r’+e

!
lim 9.(nm) 4

e—0 g r

r =0,

obtemos p p A
—A47
o [rg,(r, T/)L"’—i-g - rg,(r, 7)), _. =

(7.28)

7n/

Substituindo a expressao (7.27) na equagao (7.28) encontra-se, apos tomar o limite ¢ — 0,
4dr
@+1) [1- (5)™"]

Reunindo todos os resultados chega-se em

Glr,x') = Y g(rr’) V() Yim(Q)

lym

N Vi () a2 1 rl
= 47TZ <T< T )\ e T lej-l . (7.29)
< >

— 2l+1 [ (%)2l+1]

Esta é a funcao de Green para o volume entre duas superficies esféricas concéntricas de raios a
e b (com a < b) e condiges de contorno de Dirichlet.
Casos especiais:

O:

4m 7t 1 /rs rey! .
a=0 = G(rr1)= Z @l [ T~ 5 ( >b2 <) 1 Vi (Q) Vi (Q) (dentro da esfera)
Im

>

1 2 +1
e 1( a
l“ a \rs re

Como exemplo consideremos o sistema ilustrado na Fig. (7.3), que é composto por uma
esfera metalica de raio b, aterrada com potencial V' = 0. Dentro da esfera encontra-se um anel
de raio a, concéntrico a esfera, carregado com carga Q).

47

b — O — G(I’, I'/> = m

Im

* () Vi (2) (fora da esfera)

Im

em acordo com o que ja haviamos obtido.
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Figura 7.3: Anel de raio a e carga () no centro de uma esfera de raio b, aterrada com V = 0.

O potencial pode ser calculado pela formula

1
47’(’50

P(r) = /Vp(r’) G(r,x') dV" | (7.30)

pois ¢(r" € §) = 0, sobre a esféra metalica. Dentro da esfera

* / 7nl
Gp(r,r') =4r Z Vi () Yim(2) rh (7’1 - == ) : (7.31)

(20 +1) T e

Representamos a densidade de carga em coordenadas esféricas

Q o(r—a)

s 72

/ SV = / /Q 2;_7; /_11 0(cosf) d(cost) = Q

Entao, substituindo (7.31) e (7.32) em (7.30), obtemos

1 Q o(r'—a) , Vi (€2) Yin () 1 rl
o(r) = Tnes /V {% —a d(cosl )1 [47r Z ! P rl< <@ — b2’+1)

m

p(r) = d(cosh) , (7.32)

tal que

av’

(7.33)
Devido a simetria axial do sistema, devemos fazer m = 0 em G(r,r’) e, portanto,

20+1 (I—m)! im 2041
Ylm(Q):\/ 4 (I +m)! Fi"(cost) e — 4 Fi(cost) .

Assim, a férmula para o potencial torna-se

7” — CL , 1 Tl / /
o) = 4dmey Z/ 27 12 §(cost’) rt (ﬁ - b2l>+1> Py(cosf') P(cosh) dV

LSS

par

b 1 o
- l > / /
— 47T€0 Z P,(0) Pi(cos0) /0 rl (_rljl — b2l+1) o(r' —a) dr'. (7.34)

Na equacao acima utilizamos o fato de que P, é uma funcao impar para [ impar, portanto,
P,(0) = 0 para [ impar.
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Para a integral em r’ fazemos

b?"l SR S o(r' —a) dr' =
0 < rl>+1 p2i+1 o

r 1 Tl b 1 7A/l
/0 r’l (m — b21+1) (5(7" — CL) dr’ + / 7“[ (m - b21+1) (5(7“/ - a) dr'’

~—
r'=r_ r'=rs
T = T> T T<

Para o primeiro termo, onde r > 7’ e r~ = r, obtemos, utilizando a propriedade de filtragem

da funcao delta de Dirac,
1 rt
@\ + p2tt |

Para o segundo termo, onde r < r’ e r- = r, obtemos

1 a'
r| —— — .
alt+1 b2l+1
De maneira geral podemos escrever

r

1 r<a: <

! 1 rs r>
7'< —_— — com

L1 p2i+d r
> r>a: <
r>

Substituindo (7.35) em (7.34), obtemos a expressao para o potencial

(7.35)

I
S 2 o 3

l

> <ﬁ _ #) P(0) Fy(cosh) (7.36)

471'80

Se [ é par, entao [ = 2n, com n =0,1,2,.... Entao

7,2n
47750 o < 2+l b4n>+1) Py, (0) Py (cost) .

Podemos ainda usar o resultado
(=1)™(2n — 1!
AL oY

Pn(o) =

A densidade de carga induzida na esfera pode ser calculada pela a formula

. 0
o = coit- (V) _ a—¢ (7.37)
r<=a; r>=r=b " r<=a; r>=r=b
com n = —é,. Note que 1 em (7.37) nao é o mesmo que aparece na formula de Green, pois o
volume de interesse estd no interior da esfera. Portanto
0¢ on —(2n+1) 2n >t
En = or - 47r50 Z P3(0) Po(cosf) - p2nt2 | pAn+l

r<=a; r>=r=b
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Figura 7.4: Fio homogeneamente carregado com carga (), isolado dentro de esfera condutora
de raio b, aterrada em potencial V' = 0.

e, finalmente,

r b2 Z (4n+1) <g>2n Po(0) Pan(cost) .

— Exercicio: Considere o sistema ilustrado na Fig. 7.4, o qual é formado por um fio
homogeneamente carregado com carga (), que se encontra isolado no interior de uma esfera
condutora de raio b aterrada ao potencial V' = 0. Utilizando os mesmos procedimentos que
foram aplicados no exemplo anterior demonstre que:

a) o potencial dentro da esfera é dado por

par !
o) = 47201){ <> Z z+1 cost) {1_(5”}
- i ) £ ey rateomn 1= ()] | o

b) a densidade de carga induzida na superficie condutora é

() — 4;‘52 {1 +y % Pgn(cosﬁ)} . (7.39)




Capitulo 8

Expansao Multipolar do Potencial

O potencial gerado por uma distribuicao de carga localizada pode ser expresso por uma ex-
pansao em termos de funcoes caracteristicas (ou polinomios). Se a distribuicao de carga for
localizada, os termos da série decaem com a distancia, portanto, quando o observador se en-
contra distante essa expansao pode ser truncada nos termos de ordem mais baixa.

As vantagens de uma expansao em multipolos sao:

e considerar apenas os termos até um indice de corte (cut-off), que é determinado segundo
um critério particular;

e simetria: a simetria da distribuicao de carga seleciona os termos nao nulos da expansao;

e significado fisico claro (transparente) para os multipolos (momentos): monopolo, dipolo,
quadrupolo;

e facilidade de manipulacao.

8.1 Expansao

Por conveniéncia assumimos que p(r) esteja localizada dentro de uma regido delimitada por
uma esfera virtual de raio a, como mostra o esquema.

Figura 8.1: Distribuicao de carga localizada em torno da origem, delimitada por uma esfera
virtual de raio a.

85
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Consideremos a expansao em coordenadas esféricas. Vamos mostrar que parar > aer’ < a,
qualquer potencial pode ser escrito como

or) = ZZ RN

Yim ()
_ 2 ] 2 1
47?50 ;zm: 2l—|—1 Gim|r] ritl (8.1)

Bim(x1) = <4wlgo> (214: 1) Gimlr]

para ' =r_ e r =rs, longe de p(r/).
Na auséncia de condigoes de contorno (ou condigbes de Dirichlet no infinito) temos

1 1
= / dv’
o) = = / ) gy V'

com

com @ l
|r—r/| = dn ZZ Dl 2l—|—1 = <T7;>i1) ‘
Portanto
1 4 rt
o) = 4 /V ) 3 gy e Vi) Yind6D) V1. (8.2)

Fazendo r- =r/ers =r em (8.9)

1 4 Vi (22
o(r) = e > 2“7:1 { /v p(xr)rft Y () dV/} %
Im

Comparando com a expansao (8.1), obtemos

anle!) = [ pler) v/ i (@) v
%

onde a notagao [r/] representa uma dependéncia funcional em p(r/). O termo g, é denominado
momento de multipolo da distribuigio de carga p(r/) ' . Em particular, os momentos mais
importantes sao:

e [ = 0, momento de monopolo
e [ = 1, momento de dipolo

e [ — 2, momento de quadrupolo
e [ = 3, momento de octopolo

e [ = 4, momento de hexadecupolo.
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o Monopole
@—@  Dipolo

{J_k) o Cuadmpelo

Quadmpelo

l Octopeolo

@
:'}_Q"“u Octopolo

87

Figura 8.2: Representagoes graficas das distribuigoes de carga correspondentes as varias distri-

buig¢oes multipolares.

Cada momento de multipolo, ¢y, possui 2l + 1 componentes, pois — < m < [, com
apenas [ + 1 termos independentes. Portanto ¢, é considerado o termo de ordem [. Os mo-
mentos com m < 0 estdo associados aos de m > 0 pela relagdo ¢ _n,, = (—1)" ¢},,, pois

Yiem () = (=1)™ Y, ().

= Momento de Monopolo: gy

x () /_L r r_ %
qooz/vmr/mo(mdmﬁfvm Dy = 2.

onde ) é a carga total em p(r/).

= Momento de Dipolo: q—1
Para ¢;; temos

3 o
— / (e Vi (Q)dV = / o(xr) <_,/ —> ¥ sin §'e"m gV
12 1% 8

Mas podemos escrever

m ! I o 1 ’
— . 1 . 2’ =1r'sinf'cos
eFme = cos(my') £ sin(my’) = _ (2" £/ )™, P 90,
! sin 0/ Yy =r'sinf siny’ .
'Em estatistica, para um conjunto de dados (observacoes) x1, 2, 3,..., T, 0 momento de ordem j em

(x; —p)’ )

relagao ao valor p é ).
n
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a) d)
The o 1 y <ss.2° /
M: 1 “/\ d1

Figura 8.3: A molécula de benzeno é apolar (tem momento de dipolo nulo), mas possui momento
de quadrupolo: a) esquema de distribui¢ao pontual de cargas, b) esquema da densidade eletro-
nica dos orbitais 7, ¢) densidade de cargas calculada para o benzeno. Moléculas quadrupolares
cristalizam no empacotamento herringbone (d).

Portanto g1 pode ser escrito em coordenadas cartesianas como

qu = —\/g/vp(r/ﬂx’ —iy)dV' = —\/837r (pe —ipy) (8.3)

p= / p(xhrr dV’
v

com

Analogamente, podemos obter

3

qi,—1 = (—1)1% = oy (Pa +ipy) .

q10 Z/p(r/)r' Yio(Q)dv! :/p(r/)-r’ \/i cos@' dV' .
v v 4m

Utilizando a relagao cos @ = 2'/r’, ficamos com

3 , , 3
J— / — —_ .
qw—\/—4ﬂ/vp(r)z dV _“47r D-

Em resumo, o momento ¢;,,, definido para o sistemas de coordenadas esféricas, é escrito da
seguinte maneira em termos dos momentos dipolares do sistema cartesiano

_ 3 . 3 3 ‘
Gty1,01 = (‘\/ 3 (Pz = ipy), 1/ o P\ 3s (s + Zpy)) : (8.4)

= Momento de Quadrupolo: g2,
Para go2, @21 € g2 temos

1 15 )
G2 = /p(r/)r'QYQ*Q(Q’) av' = = \/—/,0(1‘)7"'2 sin? @ e 2% qV’,
v 4 2w )
1 iy
g = /p(r/)r’2Y2”‘1(Q’)dV/ =/ 8—i/p(r/)7”2 sinf cos e dV’
v %

g0 = /Vp(r/)r’QYQO(Q')dV' = \/E/Vp(r/)r’2 {5 cos® ' — 5] dv’ .

Para ¢¢ temos
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Em coordenadas cartesianas escrevemos para ¢ss, (o1 € (o

g2 = \/ 27T/ (r/)r" sin Ql(r sm@’) S(a — iy )?dV' = \/ 27?/ (1) (z' — iy )2dV’

= (Qu — 2iQ12 — Q22) (8.5)

_ - _ / _ !
@1 = —4/ 87?/ (x/)r’ 25in g~ e sm@’ (2 — iy )dV' = \/ / /)2 (' — iy )dV
= %\/ 8_7r (Qu3 — iQ23) (8.6)

/5 327 1 1 /5 o
q20 = / |:§_,2 - §:| dV’ = 5 E Vp(r/) |:3Z/ — T‘, ] dvl

(8.7)

Para os

Figura 8.4: Representagao grafica dos multipolos esféricos qy,, para os casos 1=0,1,2 e 3. (fonte:
Harmonic Multipoles and the CMB Sky, http://find.spa.umn.edu/ pryke/logbook/20000922/)
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Os elementos do tensor quadrupolar ();; em coordenadas cartesianas sao escritos como
Qs = / (3!, — 126,) p(@) AV (8.8)
v

com Q;; = Qj;. O tensor (8.8) tem traco nulo, portanto apresenta apenas 5 termos indepen-
dentes.

color range=*1.28

Figura 8.5: Representagao grafica do multipolo esférico qy,, para 1=7 e m=2. (fonte: Harmonic
Multipoles and the CMB Sky, http://find.spa.umn.edu/ pryke,/logbook/20000922/)

8.2 Expansao Multipolar do Potencial ¢(r) em Coordena-
das Cartesianas

A expansao em série de Taylor de uma fungao f(r/) em torno do ponto r/ = 0 é dada por

fen =3 T | (89)

n=0 r/=0

co1m

T R T
r/-V—x%+y8—y+z%—;xiax;
m (8.9

(8.10)

em coordenadas cartesianas. Substituindo (8.10) e ), obtemos

3 3

=0+ a0+ L IO

/ /
- — Ox;0x]
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1
0) = — — momento de monopolo (1 termo)

o f(x1=
df(rr =0 ;
. 9/ =0) — %, momento de dipolo (3 termos)
ox; r3
82 =0 3 iri — 25@"
flr ) e 7 B momento de quadrupolo (6 termos independentes)
00y, o

com 1,7 =1,2,3.
Portanto ¢(r) torna-se

1 1 z , 1 3zix; — 20\ , .

r - >
=1 J

47te — 73 —
0 (A l,]
———
b-r
Vs

r3

1 Q TiPi 1 SIZ{E‘j — 7”252‘]'
= L@y LS S0 [ ) g av

\

Para o termo de quadrupolo fazemos

1 (3ziz; — r26y)
5 Z jr5 J /vp(r/) zia dV' =
ij

1 (3ziw; — r0;5)
30 Z ]r5 J /Vp(r/) 3wpay dV' =
ij
1 (Bwsx; — 1r20;;)
30 Z JT5 J {/Vp(r/) (32!, — r"%6;] dV' + /VP(I'/)TQ(SUOZV'} —

(3zx; 0; :L‘ —r?
3' Z I ] Q’U 3' Z /Vp(r/)/radvl

2 _3r? =0, portanto

mas »_.(3z7 —r?) = 3r

%Z?’“"%T—;T%” /V pler)alal dV' = o Z 3“3”’3 Sity — 050 (8.11)
com o tensor momento de quadrupolo escrito no sistema cartesiano
Qij = /Vp(r/) (32!, — r"%6,;] AV . (8.12)
Note que o tensor de quadrupolo tem traco nulo, pois
(8.13)

Z Qi = /Vp(r/) Z (3272 — 2] dV' =0 .
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Podemos utilizar a Eq. (8.13), para obter, quando i = j,

3' Z 33:236] : 5”) sz o 3' Z {Bx o } @i = _Z z; 63” ’ (8'14)

(2

Entao, as duas formas sdo equivalentes para a Eq. (8.11)

1 (3zix; — 120;4) 1
3! Z ]r5 Qi = 575 ZQij TiTj (8.15)
ij py
e finalmente ficamos com
1 |Q

¢<r) = 47T€0 r + a + 5 Z Ql] Z; x]

_ 1 Q p-r T
4dreq {7“ * r3 +27“51“ Qr+ }

8.3 Algumas propriedades

8.3.1 Somente o momento de ordem mais baixa é independente da
origem

Em situacoes gerais, a expansao multipolar depende da origem do sistema de coordenadas,
portanto, mudar a posicao da origem pode alterar os coeficientes da expansao. No entanto, o
primeiro termo nao nulo da expansao, de ordem mais baixa, ¢ sempre independente da origem.
Por exemplo, consideremos os casos especificos em que os seguintes multipolos sdo, em cada
caso, os coeficientes nao nulos de ordem mais baixa

— Monopolo:

qoo = /VP(F) Yoo(§2) dV =

é invariante por uma translacao do ponto de referéncia.

VAar ’

— Dipolo:
Consideremos o vetor momento de dipolo, p, calculado em relacao a origem O,

p:/vp(r)rdV.

Se calculamos o momento de dipolo para a mesma distribuicao de carga, agora em relacao a
uma posicao arbitraria a, como

P = / p(r) RdV
v
onde R =r — a, obtemos

P = /vp(r)(r—a) dV:/vp(r)rdV—/Vp(r)adV

= p-—aqQ .
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Entao, para uma translacao do ponto de referénciar — R =r — a obtemos p — P =
p — Qa, portanto, o momento do dipolo é invariante se a carga total do sistema ¢ nula?. Uma
rotacao muda a orientacao do dipolo, mas nao muda seu moédulo.

— Quadrupolo, etc...: (Problema J-4.4)
Teorema: o valor de ¢, correspondente ao multipolo nao nulo de menor ordem é sempre

independente da posicao da origem, mas os multipolos de ordem maior, em geral, depende da
origem.

8.4 Campo Elétrico de uma expansao multipolar

Aplicando a definicaio E = —V¢ ao potencial ¢(r),

o(r) 1 Z 47 Yim (2)

- dreg 20+ 1 Gom ™ 51

, expresso em termos de uma expansao multipolar em coordenadas esféricas, obtemos

[+1 Qim

EM™ = Vi (92

’ (20 + 1)gq ri+2 ! ()
—1 Qim 0

EY™ = V(2

0 (20 + 1)gg ri+2 96 (&)
—1 Qim (zm)

EUm = Yim(Q

v (20 + ey 42 sinf ()

Para o momento de dipolo fazemos [ = 1 nas equacoes acima, e somamos sobre o indice m.
Entao

_ 2pcost
EW=Y = Y Y Yig] = ——— .
A Segr (g1 Y11 + q1-1Y1-1 + q10Y10] P
_ in @
As outras componentes do campo sao obtidas de maneira semelhante: Eél_l) = Z sm3
TEQT
EYY = 0.
De maneira geral podemos fazer, para o termo dipolar ¢4, = i, em r # 0,
4dregrs
Bi(r) = ~Vou(t) = —— | 5 Vr-p)—p-rV (8.16)
() = — in(t) = —— |—V(r-p)—p-r — , .
dip dip ey | 13 p/—P r3
para r # 0. Mas
Ve r)=@ V)r+( - V)p+px(Vxr)+rx(Vxp)
com p constante e V X r = 0. Ademais
Vip-r)=(p-V)r= 9 2 in 2 (zi +y] + 2k) = poi + pyJ + pk =
p =P = Pmax pyay PZ8Z Yy = P2t T Py] T PR =P

2Equivalente ao teorema, dos eixos paralelos em Mecanica
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Temos ainda que

\% (l) =7 82(7’_3) — r.

r3 r ré
Portanto
1 [-p (p-r)(=37)
Egip(r) =
dip(T) Areq { 73 w
1 [3°(Fr-p)—p
— 8.17
4reg [ r3 ( )

para o dipolo na origem, r # 0. Devemos ainda levar em conta a seguinte propriedade: um
campo E(r) produzido por uma distribui¢ao localizada de carga satisfaz a seguinte equagao

1 1 p
Enciio = —= | E(r)dV = —— | 8.18
¢ 47 R3 /V (x) dmeg R3 (8.18)
3

onde p é o momento de dipolo da distribuicao de carga localizada no interior de V. No entanto,
o campo obtido em (8.17) produz E, .4, = 0, portanto, as Eqs. (8.17) e (8.18) sdo mutuamente
consistentes somente se V nao contém a carga que responsavel por p. Se quisermos incluir
a origem, onde estd localizado p, preservando a consisténcia devemos devemos modificar a
expressao para Eg, — Eg, + (4/3)pd(r), tal que

1 [3ﬁ(ﬁ'p) —p 4 )}

- ~ps
471'60 p (r

Edip (r) TS 3

(8.19)

Se p aponta na dire¢ao 2, podemos reescrever (8.17) como

Egip(r) = ——— [37cosf — 2] = b [2 cos 07 + sin 89} :

4degrs 4dregrs

com zZ =rcosf —Osinb.

8.5 Energia de uma Distribuicao de Carga em presenca de
em um campo externo

Considere uma distribuigao de carga p(r) localizada e um campo externo ¢(r). O potencial
pode ser expandido em torno da origem, na seguinte forma

o) = 3 T

99(0) | 1 0%$(0)
= ¢(0) + sz oz, + §szxjm + -

=1 4,J
2
= ¢(0)+r-Vo((0)+ = Z T, Sjegg)‘ e (8.20)

ij

3




atualizado em June 19, 2013 95

ou ainda, na forma
8E (0)
o(r) = ¢(0) —r - E(0) — = Z:z: T (8.21)

Para obtermos explicitamente o termo de quadrupolo, subtraimos o termo

1, 1 ,. OE
SV E =2 N 25,20 =
gV 6Z oz, =

ij

da Eq. (8.21), pois V - E = 0 para o campo externo (produzido por cargas fixas no infinito).
Entao ficamos com a seguinte expansao para ¢(r)

6(6) = 9(0) - B(0) — = 3@y —r20,) D (8.22)

ij
Com esse resultado, a energia do sistema de cargas localizadas é calculado pela expressao
W= [ ot
v
0FE;(0)
_ 0) — dV _Z )(3 28, J .
0900) = | [ oereav [ 800 = § 5 [ ptearn, 170, S22 +

— 46(0)— p-E(0 ——ZQmaE<, L (8.23)

Note que nao escrevemos U = %fp¢dV pois o potencial ¢ ¢ produzido por cargas externas
fora de V. Repare também que cada momento de multipolo interage com um grau diferente de
variacao do potencial

e monopolo (q) — potencial (¢)

e dipolo (p) — campo elétrico (E)

e quadrupolo (Q) — derivada do campo elétrico (0;E;)
e etc.

—> Exemplo: Distribuicao de carga esfericamente simétrica.
Se a distribuigio de carga ¢ constante e homogénea, p = (3Q)/(47 Rj)=constante, os momentos
de multipolo sao obtidos da seguinte maneira

- / p(0)r Y7 (Q)dV
y

Ro
_ e rlridr / Y5, (Q)d
Ar g Jo Q

3Q Ré”’/
= [ Y (Q)dQ2 . 8.24
4mR31+3 im() (8:24)
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Multiplicando Eq. (8.24) por Yy = obtemos

r7

- 3Q RO 3Q R}
m \/ Y, 02)d) = 01.00m.0 -
q 47r / 00 Y] \/El+3 1,00m,0

5l,O 6’m,0

Portanto

para [,m =20

qoo = i
\/47r7

Qim = 0, para V I,m#0

—> Exemplo: Distribuicao esférica de carga com pequena deformacao quadrupolar, a densi-
dade de carga p é constante, mas o raio da distribuigao varia com

2
R - R() (1 + Z Qom Y’2m(07gp)> )

m=—2

onde |ag,| < 1.
Os momentos de multipolo sao

R(0,¢)
Qm = /,o(r)rlYl;‘n(Q)dV:p/ Y dQ/ riridr
1% Q 0

. 1 1+3
= /)/QdQYzm(Q)mR (0, »)

+3

2
1+ Z a2m’}/2m’(Q)

m/'=—2

_ P +3 QY* (O
(l+3)RO /Qd lm( )

Como |ag,| < 1, podemos expandir o termo entre colchetes até a primeira ordem, e ficamos
com

pRl+3 2
Qim = dQy; (Q) (14 (1+3 Qo Yo
z l+3/9 O[T+ 49) 3 ety
PRIH/ 1+3 /
QY () + pRyt Qo Yo dS)
1+3 Jq Z ? (DYe

51,200

O primeiro termo fornece o monopolo da distribuigao de carga oo = Q/v4m. O proximo termo
nao nulo ocorre apenas para [ = 2

— l+3 _ 5
Qom = PR() E a?m’csl,Q(Sm,m’ - pROQ/Qm .
m/
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Figura 8.6: Dois dipolos (p; e p2) separados pelo vetor posigao r.

8.6 Interacao Dipolar
A interacao entre dipolos pode ser obtida do termo dipolar de W, ou seja
Wdlp = —P2- El ’

com E; dado por

E;

_ 1 3ﬁ'(ﬁ'P1)—P1
4reg r3

Se p se encontra em r (vamos chama-lo ps) e o dipolo que produz E; é p;, como mostra a
Figura 8.6, temos

1 P1 'P2—3(ﬁ'P1)(ﬁ'P2)
-2 | | |

4meg r3

Casos particulares sao:

R
o Wi = 1?;—|O|f)32’ [IEEEEEE T
o Wiy = |f;i|£é| Toeeees 1
o W, = APilIP2| e

4regrs



Capitulo 9

Eletrostatica em Meios Materiais

9.1 Evolucao tecnolégica dos dielétricos

O termo dielétrico foi definido por Michael Faraday para indicar que algo analogo ao fluxo
de corrente ocorre através de um capacitor durante o processo de carga e descarga. De um
ponto de vista mais fundamental, dielétricos sao isolantes elétricos que podem ser polarizados
por um campo elétrico externo. Cargas elétricas nao fluem através do dielétrico, como num
condutor, mas simplesmente mudam sua distribuicao de equilibrio. Este efeito cria um campo
elétrico interno de polarizagao, o qual reduz o campo elétrico no material. Nos primoérdios
de sua aplicagio esse efeito gerou um grande impacto nos métodos (técnicas) de transmissao
de energia elétrica e na engenharia de transformadores. Mais recentemente, estas mesmas
propriedades estao tendo tremendo impacto na tecnologia de nanodispositivos, nanoconectores
e nanossitemas de processamento. A invencao do transistor mudou o foco de aplicacdo dos
dielétricos de transmissao de poténcia elétrica para transmissao inteligente. De modo geral, a
pesquisa em dielétricos investiga suas propriedades elétricas, mecanicas e quimicas.

Uma relagao cronologica dos temas (materiais) de pesquisa relevantes mostra a evolucao da
tecnologia dessa area:

e até 1960: eletrofisica, propriedades elétricas de plasticos, capacitores eletroliticos, fios e
cabos, dielétricos organicos e inorganicos, dielétricos liquidos, isolamento em altas tem-
peraturas, circuitos pré-fabricados;

e até 1980: dielétricos Oxidos para capacitores, filmes finos de nitrato de silicio (SizNy)
e oxido de silicio (SiOj) para isolamento em aplicagOes eletronicas, processamento por
plasma, entre outras;

e até 2000: diamantes, filmes de carbono e diamante, corrosao, fabricacao de circuitos
integrados, materiais do grupo III-V, processamento térmico rapido;

e nanotecnologia e nanoeletronica: dielétricos em nanossistemas, materiais com alta
constante dielétrica, dielétricos e grafeno, materiais com constante dielétrica ultra-baixa
para interconexao de multicamadas, deposicao controlada em nivel atomico.

98
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9.2 Equacoes da Eletrostatica em Meios Materiais

No vacuo, podemos descrever os fenomenos eletrostaticos por meio das equagoes

v.E=L e Vs E =0

€0
onde ¢( é a permissividade do vacuo. A primeira das equacoes descreve a relacao entre o campo
E e as fontes. A segunda estabelece que o campo eletrostatico E é conservativo.

Em um meio material (dielétrico ou condutor) devemos redefinir as fontes de campo pois, do
ponto de vista microscopico, p(r) representa a carga de N particulas que se movimentam muito
desordenadamente, onde N ~ nimero de Avogadro. No entanto, apesar de p(r) microscopico
flutuar intensamente no tempo e no espaco,

(0(e) = 177 [ ol +) av' = () (©.1)
(B(r)) = Vi /E(r +r) dV' = E(r) 9.2)

sao bem definidos e independentes do tempo no estado estacionario, devido & média temporal
e espacial em (9.1) e (9.2).
Podemos classificar as fontes de carga na matéria em dois grupos

cargas independentes (ions, impurezas, etc- - - )
cargas induzidas (polarizagao)
Consideremos uma certa quantidade de carga localizada em torno da origem. Levando-se em

conta as diversas contribui¢oes para o campo eletrostatico, o potencial gerado por tal volume
de carga serd dado pelos termos multipolares

1 q p-r 1 XX
— kST E et BTN 9.3
o(r) drey |1 + r3 + 2 @i rd * (9:3)

A contribuicio do termo de multipolo de ordem [ decai com r— (1),
De meneira andloga ao que foi feito para (p(r)) e (E(r)), nas Egs. (9.1) e (9.2), podemos
definir a polarizacao média do meio como

P() = & 3 p=P(r). (9.4

)

Contabilizando apenas a distor¢ao eletronica dipolar, a Eq. (9.3) pode ser modificada para
descrever o potencial ¢(r) gerado por uma distribui¢ao de carga localizada em torno da origem
num meio dielétrico (Figura 9.2)

lr — /|3
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onde p(r’) descreve a densidade de cargas de monopolos. O potencial produzido pelo campo de
polarizacao P(r) do dielétrico é

Gp(r) = — /P(r’) =) gy (9.6)

4w =1

Na integral (9.6), para que P(r) seja bem definido, o elemento de volume dV’ deve ser muito
maior que as dimensoes atomicas, porém infinitesimal do ponto de vista macroscopico.

Figura 9.1: Matéria localizada em torno da origem num meio dielétrico.

Podemos reescrever o integrando se utilizarmos a relacao

v’-(P(r/)> - 1 v 4PV <L)

v —r/| v — 1| v — 1’|

_ V' -P(r') P r—r

v — |

v — 1|3’

que nos permite separar a Eq. (9.6) em duas componentes

br(r) = —— /V’- [ P(r/)} dV’—47:50/|r_1r,‘ V' P() dV' .

e, r — 1’|

Utilizando o teorema da divergéncia no primeiro termo obtemos

1 P(x')-n/ 1 V'-P(r)
= d /_ d ! *
or(r) Ameg i r —r/| 5 dmey Jy |r—1| v (9.7)
1 L 1 (!
_ f“pl(r) ds’ + /ppl(r) v’ (9.8)
Ay Js |r — 1| drey Jy |r — 1|

onde definimos:
® 0,0 = P -7 = P,, a densidade superficial de cargas de polarizacao

® ppo = —V - P, a densidade volumétrica de cargas de polarizagao.

1 %P(r’)-ﬁ’ s’
Ay J, |r—1|

Note que o termo
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¢ nulo em qualquer superficie S definida no interior do dielétrico, desde que P seja continuo.
Este termo é nao nulo apenas na superficie real (fisica) do material, onde P é descontinuo, ou
seja, P # 0 dentro do material e P = 0 fora do material.

Portanto, considerando apenas os termos voluméricos, escrevemos o potencial ¢(r) como

¢(r) 1Q/dw [o(x') = V' P(x')]

~ dneg lr —r/|

e o campo elétrico como

1 r—r
E(r)=-V =— [ dV —— N—-V'-P()] .
(1) = =Volo) = o [ V' T o) = V- P
Levando-se em conta o efeito das cargas independentes (monopolos) e dipolos induzidos
(ppor = —V - P), podemos escrever a equacao diferencial para o campo E, em analogia a Eq.
de Gauss, como

-V.-P
v.E-" V' * ’
€0
onde py representa somente a densidade de cargas livres (independentes) e ppo = —V - P

descreve a densidade volumétrica de cargas de polarizacao, tal que
vV.E = 70" Prel (9.9)
€0

A Figura 9.2 ilustra uma distribuicao de momentos de dipolo elétrico gerando uma densidade
local de cargas de polarizacao. Note que p,, € nulo se P for homogéneoe V-P > 0 — p,, < 0.

Figura 9.2: Esquema da distribuicao de momentos de dipolo elétrico gerando uma densidade
local de cargas de polarizacao ppo;.

Fazendo V - (¢gE + P) = pg podemos definir o vetor deslocamento elétrico D = ¢yE + P,
tal que V- D = pg. Segundo essa definicao, o campo de deslocamento elétrico é produzido
exclusivamente pelas cargas livres py que sao, em principio, conhecidas.

Podemos demonstrar que a totalidade da carga de polarizacao induzida em um corpo finito
deve ser nula, em conformidade com o principio de conservacao de carga, ou seja

fkﬁwkh/%dvzf Pﬁds—/V%Pdv:o. (9.10)
S % S %

Temos ainda a seguinte relagao entre E e D, com P = P(E) e assumindo-se que P(E =
0) = 0 para a grande maioria dos meios dielétricos continuos, com excessao dos materiais
ferroelétricos,

_D-P(E)

D=5 E+PE) — E -
0

(9.11)
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Portanto, a relacao matematica exata entre D e E é auto-consistente, sem solucao analitica
simples. Em primeira aproximacao tomamos o regime de resposta linear, P = gox4E, que
descreve bem a maioria das situacoes fisicas de interesse. Nesse caso,

D = &E+eoxgE = 60(1 + Xel)E (9.12)
D = :E (9.13)

com € = £o(1 + xer). A relacdo (9.13) é vélida no regime linear para campos estéticos e homo-
géneos moderados. Os efeitos de 6ptica nao linear, onde os campos E sao muito intensos nao
podem ser descritos pela aproximacao (9.12). As constantes . e € = (14 x,) sdo a susceptibi-
lidade elétrica e a constante dielétrica do meio, respectivamente. Para os regimes eletrostaticos,
Xe = 0 e e > 1. Contudo, em situagdes dinamicas ambas as constantes sao complexas, para
poder descrever o comportamento reativo do meio. Além disso, a relacdo escalar entre D e E
¢ uma aproximagcao, pois s6 ocorre para liquidos, gases e materiais amorfos (isotropicos). No
caso geral temos P, = 50XglﬁEg. Onde os elementos do tensor y.; satisfazem ngﬂ = X%la- A
susceptilidade também pode depender da frequéncia de excitacao, da temperatura do meio e
de outros parametros fisicos, xe (w, T, ).
Finalmente, se o meio for homogéneo podemos escrever

V:D = V- (cE)=po
V-E =2 (9.14)
€
onde E é o campo macroscopico, pg ¢ a densidade de cargas livres e € é a constante dielétrica
do meio.

Note que mesmo nos meios materiais a equacao V x E = 0 permance inalterada no regime
eletrostatico. Contudo, essa propriedade nao é satisfeira para o campo de deslocamento, pois
nesse caso temos VxD = go(VXE)+V xP = VxP. Em situacoes gerais VxD = VxP # 0,
de onde se conclui que o campo D nao pode ser derivado de um potencial escalar.

9.3 Condicoes de Contorno

Escrevendo a equacao V - D = py na forma integral, para uma superficie fechada infinitesimal
que atravessa a fronteira entre os meios 1 e 2, verificamos que a componente do campo D
normal a interface pode ser descontinua

D} — Dy =0y, (9.15)

se existir uma densidade superficial de carga livre (independente) na interface, og. Quando
0o = 0 o campo D é continuo, mas

eoBi —eoEy = P — Pt (9.16)
Ef —Ef = 2t (9.17)
€0

Para obter a Eq. (9.17) utilizamos a relacdo E = (D — P) /g5. A componente normal do campo
E sempre é descontinua na interface entre dois meios com propriedades dielétricas diferentes,
onde se acumulam cargas de polarizacao, devido as diferengas quimicas entre os meios 1 e 2.
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Da equacao V x E = 0, escrita como a integral sobre um caminho fechado que envolve a
interface, obtemos

El = El (9.18)
pl-pl = pl-pl, (9.19)

para as componentes paralelas a interface. O potencial elétrico é continuo na interface, ¢1 = ¢s.
Para um dielétrico homogéneo temos

D
Ppoi = —V-P=-V. (50XezE) = -V <€0Xel?>
—Xel
o . 9.20
Ppol 1+ xu Po ( )

9.4 O método da carga imagem em meios dielétricos

/
F
/ 1’
F
i r

s # R

q 4 q

{F /]

-, W 4

d Y d
A
F
g 4 €

[}

1

Figura 9.3: Carga real ¢ e carga imagem ¢’ diante da interface entre dois meios com constantes
dielétricas ¢ e e5.

Vamos generalizar o problema da carga imagem para a interface entre dois meios materiais,
como mostra a igura 9.4. Temos as equagoes

eeV-E=p z>0
VxE=0 em todo espaco
eV-E=0 z2 <0

Para o lado 1, z > 0, o campo E é produzido pela carga livre q e pelas cargas de polarizacao
induzidas no lado 2 da interface. A equacao para o campo no lado 2 nao leva em conta a
densidade de cargas livres, portanto ¢ gerado apenas pelas cargas de polarizacao formadas
no lado 1 da interface. As cargas de polarizagao formadas em ambos os lados da interface
podem ser representadas por duas cargas imagem, ¢’ e ¢”, localizadas em (0,0, —d) e (0,0, +d),
respectivamente.

Portanto, para z > 0, o campo é produzido pela carga livre ¢ e pela carga de polarizacao ¢

b= L (2+q_') | (9.21)

4mey \r 1!
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comr=/p*+(z—d)?er =/p*+ (z+d)>
Para o lado 2, z < 0, utilizamos a carga imagem ¢” que representa a carga de polarizacao
formada no lado 1 da interface

1 q//
- 5 9.22
P2 dmes \/p? 4+ (z — d)? (6-22)

com z < 0.
Devemos determinar ¢’ e ¢”, como funcdo de q, €, e 5. Usando a condicao de contorno
I _ gl ’ ’
E] = E;, com

_%

=0

gl ¢ (=p)
! 47?51 (0% + d2 3/2 (02 + d2]3/2

gl — { - 2p } 1 q'p
y = =
dme, PP S, A e
obtemos . B
e _a (9.23)
&1 E9
Da condicio de contorno Dj = Dj, com oy = 0,
0
Dt = eBt=—-c%-V¢ :—5—¢
0z
z=0 z=0
—dlg—d
DIL _ lq Qi/Q
47 [p? + d?]
1 2d —dq"”
Dt ¢" () (=2d) _ q

AT (e PR an g+ d?
resulta
g—q¢ =4q". (9.24)

Resolvendo as equagoes (9.23) e (9.24), para ¢’ e ¢”, encontramos

q,:_<€2—€1) q q,,:( 262 ) q
€2t ¢€1 ’ €1+ &2

E til analisar o valor das cargas para as situacoes limite: €5 = g1 € €9 — 00, como faremos a
seguir.
Em cada meio temos y homogéneo, portanto Vxy =0 e

4(p)

—E0X1 fo_ _—60X1 qo(z— d)2— para z>0
~V-P=—-eyV-E= —on@ - e & TP

0 para z<0
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A carga de polarizagao no lado 1 é

1 €0 (5<P) %o i
ot = [ 7 = [ =S oS00 g s =2 g == 0

Para o lado 2, ql(jg = 0. Na interface Vy # 0, pois x1 # Xx2-
A densidade superficial de polarizagdo o, # 0 na interface. Utilizando a relagao o,y =

P -n = P, e o teorema da divergéncia, temos localmente na interface
onl—_/V'PdV——/P'ﬁda—Up'AA7

com op = [Pl — PQ] 7¢L1_>2.
Calculando o fluxo de P na interface

. . . N 0
Py-niy = —2-Py=—2-egox2Ey = —2(52 - 50)(—V¢2) = (52 - 50)%
2=0 z=0
 [ea—c0) 1 q" - d
N €9 4 [p? + dz]%
. ) ) 0
Piin = 2Py =i - 2)(-Vo)| (o - ) 22
z=0 z=0
€1 —¢ 1 d
S e v (9.25)
€1 4 (02 + d?]?
Portanto . p ( )
€o (&1 — &2
on = — -0 ) 9.26
YT P a e (9:26)
Integrando o, sobre toda a interface
/U pdpdg):@@q (9.27)
P g1 (e1+e9) 7 '

Temos os seguintes casos particulares:
® se €1 = g3 temos 0, = 0, pois P é continuo;

® Se g9 > €1,

. —q €9 d
imo,=— — ——
emoo U 2T &1 [p2 4 2]/
e a carga na interface ¢ T

(1+x1)

As linhas de campo estao ilustradas na Figure (9.4).
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Figura 9.4: Esquema das linhas de campo nas vizinhangas da interface entre dois dielétricos,
para os casos: a) €3 > £1 e b)ey < 7.

9.5 Potencial de uma esfera dielétrica polarizada

Por sua ocorréncia em muitas situagoes fisicas, vamos descrever o potencial ¢(r) produzido por
uma esfera dielétrica neutra, de raio a, feita de um material dielétrico com permissividade ¢,
em presenga de um campo externo Eg constante e uniforme, como ilustra a Figura (9.5). Fora
da esfera temos o vacuo.

e —_—
— S S
—_— —_—
—— —_—
—_— —_—
—— S S
e —_—
E, E,

Figura 9.5: Esfera dielétrica neutra em presenca de um campo externo Eq no vacuo.

Matematicamente temos

eoV2hous = 0 para r>a

eV =0 para r<a

Para r > a, usando coordenadas esféricas e levando em conta a simetria azimutal (axial) do
sistema, escrevemos ¢y, (r) = ¢(r,0), portanto devemos ter m=0. Assim, levando em conta a
presenca de Ejy devemos escrever, para r > a

1
Gout = Z |:Bl rt+ Clm} - Py(cos0) . (9.28)

1=0
Para r < a, devemos lembrar que ¢(r = 0) é finito, portanto

Gin(r,0) = ZAZ ' P(cos®) . (9.29)

=0
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O potencial devido a Eg é ¢ = —Eqr = —Eyr cos, que pode ser igualado a ¢, (r — 00)
para obtermos
Gout(r — 00) = —Fgrcost .
Lembrando que no infinito os termos proporcionais a C; em (9.28) se anulam, temos
Bo + Bir cos 0 + Byr?Py(cosf) + - - = —Egrcosd . (9.30)
Da Eq. (9.30) obtemos que By = —Fy e B; =0 para [ # 1.
Aplicando as condicoes de contorno sobre a esfera, devemos ter
El gl .
_a¢zn o _a¢out
00 00
1 .
Z Aid' Pl (cosf) = Z C’lﬁ P/(cosf) — Byrsinf .
! !
A equacao acima produz as seguintes relagoes para os coeficientes de ¢y, € Pout
Ay 1
G = an para l#1 (9.31)
‘ C
(A= By) = — para =1, (9.32)
a
com Bl = —Eo.
A outra condigao de contorno, D = DL . nos leva a
E‘:EjiZ = EOEolut
_68¢zn —e a¢out
or O or
_ Cl—(l+1
—52/11 [ d 'P(cosf) = —eq Z % + B cost
! !
de onde obtemos:
Ay €0 (l + 1) 1
G- 1 para [ #1 (9.33)
e
—(eAy —eoBy) = 55001 para [=1. (9.34)

Comparando as equagoes para os respectivos termos em 1 temos, para [ = 1, duas equagoes

(9.35)
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que fornecem

3
Al_—( a)>&
2e0 + ¢
C, = E
! (5+250>a 0

Para [ # 1, também temos 2 equacoes para cada |

£ —(l+1)

8_0‘4’ TS Ci
Ci

A= Q21

de onde obtemos que C; =0e A; =0 para [ # 1.

Portanto ficamos com
3e 0

€+ 2¢g

Gin(r,0) = — ( ) Eyrcos@

£ — €9 a’
Gout(1,0) = —Egr cos 0 + T Eoﬁ cosf .

O campo no dielétrico é dado por

-0 10 ~
. 350 . 1 . N
— (8 " 250> E, {cos or + T’f‘( sin 6)9}

€4 2¢g

3 R A:”) . o . 7
_ €0 Eoke. pois r ism@ cosgo—i—{st 51‘ng0+kAC(?SH
0 =1cosf cosp+ jcost singp — ksind

Temos para os seguintes casos limites:

se €>e¢eg, Fp=0 (esferacondutora),
se €=¢y, FE;,==FE.

A polarizagao (volumétrica) na esfera é constante

3o A € — &g A
€oX (e — <o) (€ + 220) 0 €o (&? n 280) ok 5

portanto py, = 0 pois VP = 0. A densidade superficial de polarizacao é

P. _
= Prreost = P -cost = 3¢ ),

—F 0
r (e + 2¢9) 0COST

Op

—pP.a=pP.L
.

cuja carga de polariza¢do também ¢ [ o, dS = 0.
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(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

(9.42)
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9.5.1 Campo de depolarizacao

Dentro da esfera temos

Ec.t = Eo k
Ein - Eext + Ep )
E, = campo produzido por o,, chamado de campo de polarizagao .

Calculando E, obtemos

3 . . _ .
Ep:Em—Eezt:( <0 )Eok—Eok’=<€O 8)Eok,

€+ 2¢p €+ 2¢p
mas
P=(c—¢g)E=3¢ S0 ) Bok (9.43)
N OET 0 ey 2, ) T '
portanto
P
E,=——
P 380

para uma esfera dielétrica no meio €y, ou seja, E, se opoe a Ey, por isso o nome depolarizacao.
Para os esferdides de revolucao é possivel escrever
NPy - NP, - NP,
y ’ z
€o €o €o

EP =

com N, + N, + N, = 1. Por exemplo:
o esfera — N, = N, =N, = %,

e disco - N, =N, =0e N, =1,

e cilindro longo — N, = N, = % e N, =0.

9.5.2 Cavidade esférica

. € €0 .
Para uma cavidade trocamos — — — na férmula do campo E,,,, e obtemos

€0 £
3¢ ~
E;,, = Eok | nesse caso com FE;, > FEy para &> ¢
2e + g
E—&p ~
(£ = 20) 5(254—50) 0
Entao p
E—& ~
E,=E;,, —E.;: = Eok = — 9.44
P ! (25 + 60) T 3 (9.44)

para uma cavidade circular em um meio €. Portanto E, soma-se & E.;.
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Figura 9.6: xxx

Podemos calcular o campo E no lado de fora da esfera

—0 10

Eout - _¢out T —

or rop’”
_ €—¢p _ a\? .
= { Ey cosf + (€+250) Ey(—2) <7’> cos@} T

—% [—EO r(—sin6) + ( S— ) an—g(— Sine)] 0

€+ 2¢g r2

~ — 3 ~
= Foleost 7 —sinf ) + (; 2&:;0) Ey (g) 2cos6 7 +sind 6]
k

. - 3 u N 1\ -
— Bk + ( £ — € ) E, (9) ; [(sin29 cos )i + (sin 260 siny)j + (00529+§) k] )

€+ 2¢g r

No plano (x,z) fazemos ¢ = 0, tal que

r

A _ 3 . 1\ .
Bt — Eoh + - ( S ) Eo (9) [sinze P+ (cos29+ g) k}

2 \ e+ 2¢
Consideremos 2 casos particulares

e 12 caso: ¢ > ¢

3
2

. 3 . 1 R
E,.. = Eok + = Ey (%) {sin 20 1+ (cos 260 + §) k] ,

Nas proximidades da esfera: r — a

. 3 . 1\ .
E,: ~ Egk + 3 Ey {sin 20 1 + (COS 20 + §> k}

110
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de onde obtemos . A A
f=0 = E ;= E[)k? + 2E0k = 3E()l{?

=2 = Euu=Ek-Ek=0

=7 = Euu = Fok+2Ek = 3Ek

0=3 = Bu=Ek— Ek=0
O perfil do campo nesse caso ¢ ilustrado na Figura (9.6).

e 22 caso: gy > ¢ e nas proximidades da esfera, r — a,

A 3 R 1\ .
Eout = EOk - Z EO [Sln<29) 1+ <COS 20 + g) /{Z:| ,

obtemos . .
=0 = Eout:Eok—Egk?:O

T 7. Eyy Eo
0=1 = Eoy= Bk — Bf = Bj,

0 =1 = Euu;=Fok—FEk=0

0=32 = Euu=Ek+Lk=23Ek

nojee

9.6 Relacoes constitutivas para Polarizibilidade Molecular

9.6.1 Equacao de Clausius-Mosotti

A polarizabilidade «, ou susceptibilidade elétrica molecular, é uma grandeza que quantifica a
resposta (dinamica, em geral) de um sistema de cargas ligadas que esta sob influéncia de um
campo elétrico local. Atualmente é possivel determinar a polarizabilidade a partir de primeiros
principios mas, no fim do século XIX, quando o eletromagnetismo estava sendo formalizado e
ainda nao se conhecia a constituicao da matéria, o tinha que ser escrita em termos de grandezas
macroscopicas como a constante dielétrica do material e os campos macroscopicos D = ¢gE+P,
além de alguma informacao acerca do material. Tais equacoes que estabelecem uma conexao
entre grandezas macroscopicas da matéria (solida, liquida ou gasosa) e propriedades micros-
copicas sao denominadas equagoes constitutivas. Vamos derivar uma solucao aproximada,
porém bastante 1til para esse problema.

Existe uma diferenca entre o campo macroscopico no material, dado por V-E = p/e, e o
campo local E;,.,; que atua sobre um atomo ou molécula. Em principio, podemos escrever

Elocal =E + Evizinhos + Epol ) (945)

-~

Einterno

onde E ¢ o campo macroscopico e Eipterno = Eyizinhos + Eper € um campo produzido pelas cargas
livres e pelos momentos dipolares dentro de um volume AV nas proximidades da molécula. AV
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deve conter muitas moléculas, apesar de ser infinitesimal do ponto de vista macroscoépico. Por-
tanto, dividimos a materia em dois dominios: meio continuo (bulk) e matéria discreta (formada
por outros 4&tomos e moléculas). ' A Figura 9.7 ilustra esse conceito.

i

A M o
7

Mo

7

:"ﬂ /L

=

ﬂf?‘

Figura 9.7: Modelo para relacionar as propriedades microscopicas da matéria com suas pro-
priedades macroscopicas. A matéria é dividida em dois dominios com caractaristicas distintas:
um meio dielétrico continuo envolve uma pequena regiao (cavidade) descrita por um modelo
atomistico (momentos dipolares no vacuo).

Segundo esse modelo o campo Ejy im0 € produzido por cargas de polarizagao oy, 1o interior
de AV e pelas fontes de campo dentro dessa regido. Primeiramente, calculamos E,, como se
esse fosse equivalente ao campo no interior de uma cavidade num meio dielétrico. A polarizacao
P fora da cavidade é continua e o campo dentro da cavidade é produzido por uma densidade
superficial de carga o, em sua superficie. Por simplicidade consideramos uma cavidade esférica
e a polarizacao P constante e orientada da direcao z, tal que

Opt =P -n=P-(—7) =—Pcosb ,

pois n aponta para dentro da cavidade, n = —r. Entao

1 (r —r/)
E ;= o) ds .
PR dmey Jo P e — )3
'O meétodo de dividir a matéria em dominios com propriedades distintas é aplicado em varias situacoes
diferentes, por exemplo, como no método QM/MM (Quantum Mechanics/Molecular Mechanics), que separa

a matéria numa (pequena) regido descrita pela mecanica quantica circundada por uma grande regido descrita
classicamente. Dessa maneira, portanto, é possivel descrever reagoes quimicas no interior de proteinas.
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Se a origem estiver em r = (, ficamos com

1 -1/
EPOZ(O) == 471'50 %Up (7“/_3) dS/

-1 n
= P 0— d
o fi cos 0 S

1 1 21 P r. A R
= e / / I [z sinfcosp + 7 sinfsinp + k cos@] R? d(cos 0)dyp
o J-1Jo

1 ! .
= 27rP/ cos? 0 d(cos0)k = — k
471'80 -1 €0

E,..(0) = 3 . (9.46)
380
E,, ¢ o campo produzido pelas cargas de polarizagao, mas também é chamado campo desmag-
netizante.
A outra componente, E,;.innos, € 0 campo gerado pelas moléculas proximas, 12¢ vizinhos e
228 vizinhos. Para redes com simetria cibica ou sistemas desordenados E,;.inn0s = 0. Portanto
ficamos com um resultado bastante simples,

P
Ein erno — Evizm 0Ss E o = —— 947
2 h + pol 350 ( )
com 1
P=N mol) =~ X+1- mol /) A
(Prmot) = 377 D (Pmat); (9.48)

7
onde N é o namero de dipolos por unidade de volume e (p,,,) ¢ 0 momento de dipolo médio
da molécula.
Do ponto de vista microscopico, o momento dipolar dos constituintes do material (p,,o;) s&o
determinados pela polarizabilidade molecular (no regime linear) da seguinte maneira

<pmol> = 8005Elocal = 5005(E + Einterno) . (949)
A polarizagao macroscopica é determinada por uma relagao similar
P =¢XE . (9.50)

Substituindo as Eqgs. (9.48) e (9.49) em (9.50), obtemos para a polarizacao

P
P = N (Pmot) = Neoor (E + 3—) = 5 XE |

€0

Da equacao acima escrevemos a relacao

N _
P a:%(s 25°>, (9.51)
1—§N0z €+ 2¢g

€ 3+ 2N«
R 9.52
T 3-Na (9-52)
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que é denominada equacao de Clausius-Mosotti. Para e = gy temos o = 0. A equagao (9.51)
¢ uma equacao de estado para dielétricos. Ela também pode ser usada para se calcular a
susceptibilidade (ou a constante dielétrica) de inclusoes esféricas, ou elipsoidais, em um meio
de constante dielétrica conhecida. Tais materiais podem ser chamados de compésitos.
Dependendo da propriedade a ser estudada a relacao acima recebe nomes diferentes:

e Poisson —— permebilidade magnética
e Clausius-Mossotti —— permitividade elétrica
e Lorentz-Lorenz —— refratividade optica

o Maxwell-Garnett —— misturas dielétricas.

9.6.2 Equacao de Maxwell-Garnett para misturas dielétricas

Equacoes similares a relacao de Clausius-Mosotti foram derivadas simultaneamente para des-
crever diferentes propriedades elétricas e magnéticas da matéria. Por exemplo, podemos nos
basear na Eq. (9.52) para obter a constante dielétrica efetiva (e.) de um composito, ou seja,
um meio formado por uma matriz de permitividade ; que contém pequenas particulas de
permitividade €5 dispersas em seu interior. Nesse caso, podemos substituir g — €; na Eq.
(9.52)
3+ 2Na

13" Na
onde N = Neseras/ Viieletrico ¢ @ densidade volumétrica de esferas no composito. As particulas
sao representadas por sua polarizabilidade a, na equacao acima. Por simplicidade, vamos supor
que as particulas sao pequenas esferas, aleatoriamente dispersas na matriz de permitividade &4,
e distantes umas das outras. Sendo assim, o momento de dipolo de cada esfera pode ser descrito
em termos da Eq. (9.43), fazendo as substitui¢oes g — €1 e € — &9,

Ee = (9.53)

Eo — &1

:‘/eseraP:‘/esera3 — E= E, 9.54
P ! ! “1 €9 + 261 s ( )

de onde obtemos a polarizabilidade das particulas

E9 — &1
=3 Visfera ———— - 9.55
a fera o (9.55)
Substituindo (9.55) em (9.53) obtemos
1+ 2y €2 — €1

e = ) =Vi———, 9.56
feT eI Y Y Ty + 261 (9.56)

onde Vi = NesterasVesfera/ Viieietrico € @ fracao de volume ocupado pelas particulas. Em situagoes
limite temos: e, — €; quanto Visterq — 0. Para o modelo ter validade devemos manter Vy < 1
e particulas de formato esféricas. Se as particulas forem esferdides de outro formato podemos
modificar a Eq. (9.54) para levar em conta sua correta geometria.
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9.7 Equacao de Poisson-Boltzmann

A primeira teoria quantitativa desenvolvida para descrever solugoes eletroliticas, isto é, solucoes
de substancias capazes de conduzir eletricidade, foi proposta por Arrhenius no periodo de
1883-87. Essa teoria baseia-se em trés postulados. O primeiro postulado estabelece que certas
substancias, chamadas eletrélitos, sao capazes de se separar em particulas de cargas opostas
(ions) quando dissolvidas em solventes apropriados, como por exemplo agua. O processo de
separacao dos eletrolitos em ions é denominado dissociagao eletrolitica. Por isso, a teoria
de Arrhenius também é chamada de teoria da dissociacao eletrolitica. O sequndo postulado
estabelece que somente uma parte dos eletrolitos dissolvidos se dissociam para formar ions. O
terceiro postulado da teoria de Arrhenius define uma solucao eletrolitica como um sistema ideal,
isto é, assume-se que os ions em solucao sao arranjados de forma aleatoria e as forcas fon-ion
sao iguais a zero. Essas suposi¢oes levam a um coeficiente de atividade unitario, contrariando
os experimentos, levando por desacreditar o modelo para solucoes eletroliticas proposto por
Arrhenius.

Uma outra abordagem utilizada para descrever as solucoes eletroliticas foi proposta por
Gosh, no periodo de 1918 a 1920. De acordo com a teoria de Gosh, os ions em solucao sao
organizados de forma muito semelhante a rede cristalina de um solido. A diferenca estaria
principalmente na distancia entre os fons vizinhos, a qual é maior na solucao que no cristal
correspondente. O espaco entre os ions sao preenchidos por moléculas de solvente que blindam
as forcas fon-fon para torna-las mais fracas, como resultado do aumento da constante dielétrica
e da maior distancia entre os ions. A teoria de Gosh propoe que a solubilizacao é simplesmente
equivalente ao processo de dilatacao. Com base nesta e em outras suposicoes, Gosh teve algum
sucesso ao obter formulas para o calculo de algumas propriedades das solucoes eletroliticas, como
a energia livre de solucao, coeficiente de atividade, calor de diluicao, entre outras. Na faixa
de concentracoes moderadas, essas formulas estao em acordo qualitativo com os experimentos.
As premissas da teoria de Gosh, entretanto, ndo concordam com a propriedades das solucoes
e muitas estao em contradicdo com fatos experimentais. Por exemplo, os dados de raios-X
e outros métodos nao suportam as idéias de Gosh acerca de que a rede cristalina do so6lido
original é preservado nas solugoes eletroliticas. Esta discrepancia deve-se ao fato de que nao
¢ levado em consideracao o papel do movimento térmico que distorce a estrutura ordenada da
rede ionica.

A teoria moderna de solucoes eletroliticas, baseada nas premissas de Debye e Hiickel em
1923, surgiu como uma tentativa de melhorar a teoria de Gosh. Debye e Hiickel elaboraram
um modelo para solugoes que levam em conta as interagoes ion—ion e o efeito do movimento
térmico. Eles adotaram a idéia de que cada ion é cercado predominantemente por ions de
sinais opostos, arranjados esfericamente em volta de um ion central escolhido arbitrariamente.
Considerando que o principal tipo de movimento em solugoes é o translacional (nao vibracional,
como em cristais), a esfera cercando o ion central ndo contém sempre os mesmos fons. Ha4 uma
troca continua entre os fons contidos na esfera e outros fons em solugao. Tal esfera em volta
do fon central é chamada de atmosfera ionica. Todos os fons em solucao sao iguais em todos
os aspectos, como mostra a Figura 9.8; cada um deles é envolto por uma atmosfera io6nica que,
de acordo com Debye e Hiickel, distingue as solucoes eletroliticas reais das ideais.

Vamos usar a equacdo de Poisson (Equacdo 9.57) para relacionar a densidade média de
carga p(r) concentrada na atmosfera ionica ao valor do potencial ®(r),

V20(r) = —%p(r) (9.57)
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Figura 9.8: Representacao de uma solucao eletrolitica. Estao demonstradas as atmosferas
ionicas dos fons 7 € 7 com um circulo tracejado; ha equilibrio dinAmico na atmosfera ionica. O
potencial no ponto r é determinado pela contribuicao de todos os fons ¢, 7 presentes na solugao.

onde ¢ é a constante dielétrica da solugao. A equacao de Poisson contém duas quantidades des-
conhecidas, p(r) e ®(r). Para encontré-las, é necessario ter uma segunda equacao conectando-as.
Debye e Hiickel derivaram esta equacao da seguinte forma.

Considere uma solu¢ao com volume V' contendo N; fons do tipo i, cada qual com carga eZ;,
onde e é a carga do elétron e Z; a valéncia do fon i. Para uma solucao eletricamente neutra
temos

> NieZ; =0 (9.58)

A lei da eletroneutralidade é valida nao somente para a solucdo como um todo, mas também
para um dado elemento de volume suficientemente grande quando comparado com o tamanho
ibnico, entao

> nieZ; =0 (9.59)

em que n; é o numero de ions da espécie ¢ por unidade de volume, ou seja, sua concentracao.
Entretanto, a carga de um certo elemento de volume dV situado na vizinhanca de um ion sera
diferente de zero devido a presenca da atmosfera ionica. Se o ion central (ou ion de referéncia)
localizado na origem é positivamente carregado, o elemento de volume dV terd um excesso de
cargas negativas. Assumindo que a distribui¢ao de Boltzmann é aplicavel a distribuicdao iénica
na solucao e que as forcas agindo entre os fons sao eletrostaticas, pode-se expressar a densidade
de fons negativos como

7
n_ =n® exp {Jr :B%Cb(r)] (9.60)

e a densidade de ions positivos por

Z;
ny = n exp {— ]:BTQ)(r)} , (9.61)
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sendo que ny e n_ sdo as concentragdes de fons proximos a atmosfera idnica, enquanto nf e

nY sao as concentracoes longe do fon de referéncia, e kg é a constante de Boltzmann. A carga

total contida no elemento de volume dV seré

(ezmi exp {—Zj}@(r)} — eZ_n" exp {+kBiTq>( )D dv . (9.62)

Levando em consideracao que hé diferentes espécies i6nicas em solucao e dando a cada ion um
sinal correspondente a sua valéncia Z;, podemos escrever

r)=e Z Zin® exp {— ng (r)} . (9.63)

Substituindo a expressao de Boltzmann para p(r) na equagao de Poisson (Eq. 9.57) nos leva a
Equacao de Poisson-Boltzmann

V20(r :--eZZn exp[ kBZT ()} : (9.64)

9.7.1 Aproximacao linear

Para simplificar a equacao de Poisson-Boltzmann tomamos o limite linear, no qual a intera-
¢ao eletrostatica é pequena em relacdo a energia térmica, eZ;®(r) < kpT. Expandindo a
exponencial em série de Taylor

BZZ‘ Z 1 GZZ‘
a(r) + & [

e )} — kBTq><r)} T (9.65)

exp [—
e levando em conta apenas os dois primeiros termos, obtém-se a seguinte aproximacao para
p(r)

2
=3 ez - ;—T S Znle(r) . (9.66)
- B X

O primeiro termo do lado direito é igual & zero de acordo com a neutralidade elétrica, resultando

cm
2

__ ¢ 2,0
p(r) = T knT EZ Zin; ®(r) (9.67)
e, consequentemente,
V20(r dme” § 2000 (x (9.68)
€kBT ’

Introduzindo uma nova variavel, y, definida por

4mre?
VA 9.69
Ek'BT Z ( )

temos

V20(r) = \*®(r) . (9.70)
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A quantidade < corrresponde a distancia de corte, ou blindagem, para o potencial ®(r), portanto
¢ de grande importancia na teoria de solucgoes eletroliticas, como demonstrado a seguir. Levando
em consideracao a simetria esférica de uma atmosfera idonica, podemos escrever

10 0P(r)
2d(r) = 5 — (r——2 ) = X*®(r) . 9.71
Vi) = 5o (P20 ) = e (0.71)
em que r é a distancia em relagao ao fon central. A solucao geral para esta equacao diferencial
‘ e X" ex”
r r

As constantes de integracao A; e As sdo determinadas pelas condicoes de contorno. O potencial
® deve se anular a grandes distancias do fon central ( ® — 0 quando r — oo ), portanto As = 0.
Para determinar a constante de integracao A;, assume-se a primeira aproximacao da teoria de
Debye-Hiickel, segundo a qual ions podem ser considerados pontos materiais contendo certa
carga. Neste caso quando r — 0 o potencial ® deve tender ao potencial ®; do proprio ion, isto
é

€ZZ'
lim ®(r) = &,(r) = ) 9.73
lim &(r) = i(r) = — (9.73)
Expandindo e X" em torno da origem
e X" 1 1 9
O(r) = Ay =A—(1—xr+=(xr)*—--- (9.74)
r T 2
e tomando o limite r — 0 obtemos 7
6 .
A == 9.75
! Ane ’ ( )
tal que
ed; e X"
d(r) = — ) 9.76
(T) Adwe r ( )

A quantidade ® na equacao acima é o valor médio do potencial no ponto r produzido pelo
fon central e sua atmosfera ionica, ou seja, o potencial de Coulomb blindado. Em fisica de
particulas o mesmo tipo de potencial recebe o nome de Potencial de Yukawa. O potencial de
Coulomb blindado pode ser representado pela série de Fourier

1 4 47
d(r) o ek &Pk 9.77
(r) (2m)3 / k% + x? (977)
e, dessa forma, 27 /y pode ser entendido com o comprimento de onda de corte que limita a acao
do potencial & curtas distancias.
Podemos determinar o potencial produzido pelos ifons que compdem a atmosfera idnica
calculando a diferenca entre ¢ e P,

GZZ'

Dyim(r) = O(r) — Oi(r) = T

(e —1). (9.78)

Préximo ao ion central, podemos determinar o valor limite de ®,;,, fazendo r — 0 e usando o
mesmo procedimento acima, isto ¢, expandindo a funcao exponencial em uma série e negligen-
ciando os termos de ordem mais baixa, para obter

BZZ‘

— (9.79)

liII(l) Dy (r) =
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Figura 9.9: xxx

De acordo com a equacao acima, a energia do ion central serd eZ; @, (r = 0). A quantidade
1/x tem dimensoes de comprimento e é chamada de comprimento reciproco de Debye-Hiickel.
Desde que o potencial é produzido nao por um tdnico fon mas por uma nuvem ioénica como um
todo, a quantidade 1/x pode também ser chamada de espessura, ou raio, da atmosfera ionica.

A equacao de Poisson-Boltzmann também é utilizada para descrever processos envolvendo
eletrodos, miscelas, coléides, entre outros.?

2 Antropov, L. I. Theoretical Electrochemistry, 1972; Bard, A. J.; Faulkner, L. R. Electrochemical methods:
fundamentals and applications, 1980.



Capitulo 10

Equacoes da Magnetostatica

O primeiro estudo sistematico sobre eletricidade e magnetismo foi “De magnete ”, um tratado
elaborado por Willian Gilbert em 1600, no entanto, por ~ 200 anos nao ocorreram avancos
significativos na compreensao do magnetismo. Até 1820, eletricidade e magnetismo (além da
Optica) eram consideradas ciéncias independentes, com uma fenomenologia propria a cada uma.
Além dessas havia o galvanismo!, que descrevia os efeitos das correntes elétricas produzidas
por reacoes eletroquimicas (em baterias)

Eletricidade
Galvanismo —— efeitos produzidos pela corrente continua de baterias
Magnetismo —— ciéncia dos imas, agulhas magnéticas, campo mag. terrestre

Numa aula de demonstracoes em 1820, Oersted observa que uma corrente elétrica deflete
a agulha de uma bussula na bancada. Esta foi a primeira observagao conclusiva da correlagao
entre corrente elétrica e magnetismo. Logo em seguida o efeito foi intensamente explorado por
Jean Baptiste Biot & Félix Savart , André-Marie Ampére and Michael Faraday, entre outros,
que contribuiram para determinar as equacoes do campo magnético.

Na Magnetostatica o campo B é resultado de correntes estacionarias. A corrente pode ser

definida como
I = / j-nda
s

onde j é a densidade de corrente (por unidade de area).
Da teoria cinética (microscopica) também podemos escrever

j= Z ni q; (vi) (10-1)

com n; sendo a densidade volumétrica de particulas com carga ¢; e velocidade média (v;)
(velocidade de arrasto).
Da teoria dos meios continuo (macroscopica) temos a Lei de Ohm

j=oE (10.2)

onde ¢ é o tensor de condutividade elétrica, o = p~ 1.

1O termo galvanismo é dado em honra do anatomista Luigi Galvani (1737-98), que descobriu que correntes
elétricas podem produzir contracoes musculares. Este efeito foi anunciado com a descoberta da eletricidade
animal e inspirou historias de fic¢do cientifica da época, tais como “ Frankestein’.

120
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Para que haja conservacao de carga devemos ter para o fluxo de corrente através de uma
superficie fechada S

—dQ@
I = 1D da = —= . 10.3

Pelo Teorema da divergéncia, a Eq. (10.3) pode ser reescrita como

d
/V-jdV:—/ %dv,
174 1% t

de onde obtemos a Equacao de continuidade

. —dp . dp
=L = . — =0. 10.4
V-] o V-j+ 7 ( )

Portanto, para uma corrente estacionaria temos V - j = 0.

10.1 Forca Magnética

Dependendo da forma da densidade de corrente, a for¢ca magnatica pode ser expressa de dife-
rentes maneiras

e para uma densidade linear de carga, I = A\v, temos

Frag = /C (Ix B) = I/c (cﬁ x B) (10.5)

e para uma densidade superficial de carga, K = ov, temos
Firag = / (vxB)dg = / (v x B)oda = / (k x B)da (10.6)
e para uma densidade volumétrica de carga, j = pv, temos

Fmag:/(vxB)dq:/(va)pdV:/(j><B)dV. (10.7)

nesse caso o torque sera
N_/rx(ij)dV (10.8)

10.2 Equacoes Diferenciais da Magnetostatica

Duas propriedades determinam a estrutura de um campo vetorial v qualquer

escoamento (fluxo) o divo=V-0

circulacao — rot t=V x U

Para a eletrostatica temos

v-E=2 e VXxE=0.

€0
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Procuramos relagoes similares para B. Partindo da férmula fenomenologica de Biot & Savart

fo 1dl' x (r —1')

dB =
dr Jr—r/3

(10.9)
Para isso reescrevemos o elemento de corrente na forma
I(x') dl' = / ji@)y 0 dd - dl' = / j(x') da'dl, .
S S
Integrando dl/, ao longo da diregdo n’ resulta em

B(I‘) o /V.](r/) « (I‘—I‘l) dV’,

T 4r lr — /|3

que apresenta alguma semelhanca com a féormula de Coulomb para o campo E. Ainda, utili-

zando o resultado
1 (r—1)

ror] e

e a relacao vetorial V x (Y A) = (V x A) — A x (Vv), podemos reescrever na forma

Ho 1 P W /
B = — - d
(x) 4ﬁv[h_ﬂvXﬂm ) % Vot v
s
= Ux @/ &)y (10.10)
47t )y, |r — 1|
= VxA, (10.11)
definindo o potencial vetor A como
Ar) =1 / ) v (10.12)
At Jy |r—1/|

com ¥(r) um potencial escalar qualquer. Para qualquer campo vetorial vale a identidade
V- (V x A) =0, portanto
V-B=0, (10.13)

que é a equacao do magnetismo que representa a auséncia de monopdélos magnéticos.
Conhecendo-se o escoamento de B devemos determinar sua circulagao em cada ponto. Para
isso calculamos o rotacional de B

VxB=Vx(VxA)=V(V-A)-V?A.

Considerando a forma explicita de A

A )y, |r — /| A7 Jy |r — /|

,UJO o/ 1 / e 2 1 /
= — . dV' — d ) 10.14
gy [V/Vj(r) V’r_r,| V /Vj(r)v F— V] (10.14)




atualizado em June 19, 2013 123

Utilizando as propriedades de

lr — /|
1 ;1
— = V' —— 10.15
o] = Y v (10.15)
1
2’ T —47é(r — 1) (10.16)
r—r

em substitui¢do aos termos correspondentes em (10.14), obtemos

VXB———V/ |dV + 110 j(r) . (10.17)

A seguir demonstramos que o primeiro termo & direita da igualdade em (10.17) deve se
anular para uma distribuicao de correntes localizadas. Para isso fazemos

[s00 -9t = [o g [T,

r — 1| \r—r’\ r — 1|

»
7{ ras — [ YA gy (10.18)
Ir—r’\ y |r—1|

Se as correntes (fontes do campo B) sao locais e decaem para zero no infinito, o primeiro termo
a direita de (10.18) se anula. Além disso, para correntes estacionarias V'-j(r’) = 0 e o segundo
termo também se anula. Portanto, ficamos com

VxB=ypuyj. (10.19)
Obtemos, entao, as equagoes da magnetostatica no vacuo
V-B=0 e VxB=ypupj

= Espiras de Helmholtz: dois condutores circulares, coaxiais e paralelos, de raio R,
conduzem uma, corrente I no mesmo sentido. A distancia de separacao entre as espiras é a.
Calculamos o campo B produzido por cada espira ao longo de seu eixo. Para isso utilizamos

a férmula
po Idl' x (r —r’)

dB = 10.20
dr Jr—r/3 ( )
Para a espira 1 temos: ' = R7 + (a/2)Z e r = zZ. Portanto
” R+ R(z-5)7
B _ o, Rdp x [—Rr + (» — a/2)Z] _ Ho, 9 10,91
1(2) = — 3/2 9 3/2 : (10.21)
4 Je [R? 4+ (2 — a)?] 2 [R?+ (z — a)?]
Para a espira 2 temos: ' = Ri* — (a/2)Z e
o R22+R(z+9)f
Bi(z) = 201 2 (10.22)

2] [R2+ (2 +a)?
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Somando os campos, vemos que proximo a origem as componentes radial B, se cancela, mas
as componentes axial B, se somam. Para a componente radial obtemos

B —32(a®> —2R?) \ 2 a | ol R
B,(z) = {(a‘l(l n (2R/a)2)5/2) P O((z/a) )} 5 (10.23)

Note que o primeiro termo se anula na origem ( e para a = v2R).
Para a componente B, que é a mais importante, obtemos

pol R 16 384 (a> — R?) <z>2 \
B.(2) = ~ o : 10.24
(Z) 9 {(CL2 + 4R2)3/2 + a5(1 T (2R/a)2)7/2 a + ((z/a) ) ( )
Para a geometria R = a temos, em torno da origem (ponto equidistante entre as duas espiras)
8,&0[
B.(z) = 53/2R +0((z/a)") .

10.3 Potencial Vetor A

A densidade de fluxo magnético B e o potencial vetor A estao relacionados pela formula B =
V x A, mas podemos alterar A da seguinte maneira

A — ALV,

sem mudar o campo B, pois VWV ¢ irrotacional, V x V¥ = 0. Portanto, a equacao B =V x A
determina o campo A a menos de um campo vetorial irrotacional, VW. Assim, podemos
escrever

VxB=VXxVxA=V(V-A)-VA=yj. (10.25)

Usando a liberdade de calibre que temos para definir o potencial vetor, A — A+ VWV, podemos
simplificar a Eq. (10.25) adotando V - A = 0 (calibre de Coulomb), para obter

VA = —poj. (10.26)

No sistema de coordenadas cartesiano, a equacao vetorial (10.26) pode ser separada em 3
equagoes para as componentes &« = X, y € z

vaa = — o ja .
Note que a Eq. (10.26) é similar a equacao para o potencial escalar elétrico

V2p=—L,
€0

Podemos verificar que a defini¢ao do potencial vetor A, segundo a Eq. (10.12), satisfaz
naturalmente o Calibre de Coulomb, V - A = 0. Para isso fazemos

/ 1 / 2
V- A= 4ﬂ_/J(I‘) V’r_r/’dV + VU .

Utilizando a relagao (10.15) e integrando por partes

.
“O/V' dV’+4 V) vy
v

Ir — /| v |r—r|



atualizado em June 19, 2013 125

Aplicando o teorema da divergéncia e usando o fato de que V-j = 0 para correntes estacionarias,

temos . e
% .](r) ﬁ/dslzo e /v .‘]<r>dV/:O
s|r—1| %

v — |

Portanto, no calibre de Coulomb, ficamos com V?*¥ = 0 em V. Longe das fontes (supostas
locais) devemos ter lim, o, ¥ = 0, portanto, ¥ = 0 em V. Entao,

(!
IR (COR
A [y |r — /|

satisfaz automaticamente o calibre de Coulomb (V - A = V¥ = () e, sendo assim, é solugao
de V2A = —pg j.
Para uma densidade linear de carga

A=t [t [
A | |r —r/| 4 v —r/|

Para uma densidade superficial

K
'l da’ .
At ) |r—1/|

10.4 Campos Magnéticos na Matéria

Na matéria a densidade de corrente total é dividida em duas partes:

Jmae = corrente macroscopica

Jmor = corrente das oOrbitas eletronicas em dtomos e moléculas

As correntes j,o; vao dar origem a momentos de dipolo magnéticos nas posicoes dos dtomos
e moléculas, m,,,; ou m;. Em geral, tanto j,,,; quanto m,,,; nao sao constantes no tempo,
mas podemos definir a densidade de magnetizacao do material como a magnetizagao média por
unidade de volume,

M(r) = N Z (m;) (10.27)

onde N é a densidade volumétrica de moléculas. No limite de um meio continuo, A magnetizacao
resultante M vai dar origem a um potencial vetor

M(r' R
§A,, = | ME) X (=) (10.28)
v —r/|3
Portanto, levando em conta todas as contribuigoes temos
o j') M) x (r —r') :
A = — av 10.29
47 /v [|r—r’|+ v — /|3 ( )

— @/V [W) +M(r') x V' (#)} v’ (10.30)

A lr — /| Ir — 1|
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Podemos escrever 2

/VM(r’)xv’ [|r—1r’|} dv’:—/v V' x [M(r/)} dv’+/v VM (10.31)

|r — /| lr — /|

Em seguida, utilizando a relacao de Stokes,

/ﬁxﬁd‘/:—f z7><dc‘i:]4 Ax T da (10.32)
% S S

/V V' x Liw_(r,)} AV’ = 72 o M) (10.33)

r| v — /| '

obtemos

Agrupando os termos resultantes de (10.30) ficamos com

ey , , / A~/
At [ [T MO s f MIDXH 4y g
47 |, v — /| Ar Js  [r—7|

Definimos as correntes de magnetizacao macroscopicas de volume e superficial, respectiva-
mente, como

ju = VxM (10.35)
ki = Mxn, (10.36)
tal que
Ho J+im 0 Ho K )
= — av’' + — da’ . 10.37
A )y |r — 1| +47r s |[r—r/| ¢ ( )

Generalizando a equacao de Ampére para incluir as correntes de magnetizacao, campo
magnético resultante no interior do material é

VXxB=p([i+VxM)=pg jess (10.38)
Combinando os campos B com M no mesmo lado da equacao, definimos o campo auxiliar
H
1 .
—VxB = j+VxM
Ho
B
V x <— — M> =j
Ho
VxH = j, (10.39)

tal que B é denominado campo de inducao magnética, M é a magnetizacao.

B
H=—-M (10.40)
Ho

2Usando a identidade vetorial

VX (M) = (V) x M+ ¢ (VxM) .
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¢ denominado simplesmente campo magnético. Ele é resultado da indugao magnética menos a
magnetizacao. Entao, as equacoes da magnetostatica na matéria tornam-se

VxH = j (10.41)

V-B = 0 (10.42)
com H=B/uy — M.
A relagdo entre M e H deve ser determinada. Na maioria dos casos (materiais), temos

simplesmente

M=X,H , com X, constante (tensor em solidos)

X, € a susceptibilidade magnética. De maneira que

B=pH+M]=pl+X] H=pH

B =uH : pw=poll+X] ¢éa permeabilidade magnética do material

Dependendo do valor de p, temos os seguintes tipos de materiais

p<l B X<0 : diamagnetismo = |B| < |H]|
pw>1, x>0 :  paramagnetismo = |B| > |H]
w>1 ., p=p(H) : ferromagnetismo = |B|>H
Obs
iﬁﬁxb&ﬂﬂdwz—iﬁwﬁﬂgﬁd
M(rr) xn'
g lr — /| “
definimos
K=Mxn

a densidade superficial de corrente de agnetizacao, que aparece na superficie do material, ou
no local onde ha descontinuidade na magnetizacao.



atualizado em June 19, 2013 128

Podemos escrever

Exemplos: no sistema CGS +— —— mks

(H, : X, =-2,3x107"
HyO : Xy =—1,2x107°
diamagnéticos Ny : Xy =—0,7x1078
Ag: Xy =—2,5x107°
(T =00C) Cu — =-0,9%x107°
(materiais ndo magnéticos) Ge — =—0,8x 1075
Si — =—-0,3x 1075
| Bi — =18 x 107°
(O, : X,=18x10"8
Pt : X, =2,7x1075
paragamnéticos | Al: X =2,1x107°
CaO — =580x10"°
(T =20°C) FeCl, — =2360x10"°
NiSO, — =120x107°
| Pt — =26x107°
( Fe: X, ~ 100
Co: X, ~ 108
Ferrogamnéticos Ni: X 2 10°
Fe — 1000
FQCHQ — 240
| NiSOy — 150
Paramgnetismo:

— materiais com momento magnético m
— geralmente nao ha saturagdo de M (limite classico Laugevin, H < T)
— X, x 7 (Lei de Curie)

Figura 1....ccoooovviiiiiniiiinnns

Diamagnetismo
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—> MopostoaH : M=4&, H, com X,, <0

— principio de Lenz: correntes no material compensam variacde H.
— ocorre em materiais sem m.

— supercondutores sao diamagnéticos perfeitos.

— todos os materiais apresentam diamagnetismo.

Ferromagnetismo

— = p(H)
— resposta nao linear da magnetizacdo: M = p(H) H

— M pode ter mais que um valor para o mesmo H: depende da historia (processo) =
histerese

— M depende de H mas também do proprio M
Figura 2.,

Mg = M(h = 0) é a magnetizacao remanescente
He = M(H¢g) =0 ¢é o campo coercivo

— modelo mais simples: Modelo de Curie

— T é a temperatura critica.
Figura 3.....ccoooviiiiiiiii

Comparando as condicoes de contorno para os campos estaticos

—

(BQ—Bl)ﬁ:O ﬁX(Hg—Hl):K
onde:

o ¢ a densidade superficial de carga

K é a densidade superficial de corrente (com componentes paralelas a superficie em todos
0s pontos).

Condicoes de Contorno para B e H



atualizado em June 19, 2013 130

Na superficie S entre os meios pq e po
Figura 4.....cccooovvviiieiinnn.n.

By = Bf

6-dezj§B-ﬁda:0 — (By—By) i3y =0
\% S

/(ﬁxH)ﬁda:j{de: /jﬁda :/f?dz
S C
corrente de superficie

ni_s X (Hy — Hy) = K , K densidade de corrente de superficie

Se K = 0 temos

(Hl)tan _ (HQ)tan

por exemplo, no caso de um solendide
Figura 5...cccoovvvininiiiii

Se K # 0 temos

fllﬂg X (H)Q — Hl) = [?

Em supercondutores H = 0, portanto o campo externo é cancelado (blindado) pelas cor-

rentes de superficie.

Esquematicamente temos
Figura 6....cccocovvviniiiiiininn

Da condigdo By = Bi (componente normal de B é sempre continua), derivamos

ILLQHQJ_Zl,LlHlJ_ = HQL:&H}L ) pois B=u H
H2
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Também podemos escrever B = o (H + M) e obter

(H1+M1)ﬁ:(H2+M2)ﬁ

mas M - n = o), é a densidade superficial de carga magnética. Portanto
Figura 7...cccooovviiniiiiiiin

HlJ‘—i-JMl:HQJ‘—FO'MQ
Hy- — Hi = (oa, — = A interf
3 i = (onm, —om,) =A oy na interface

ou seja, o campo H nao é continuo na interface, se M nao for continua.

Potencial Magnético Escalar Figuras..............

Se j = 0 temos V x H = 0 (localmente)
Usando a identidade rot.grad=0, podemos escrever
VxH=V x (—%M) —0
com H = —ﬁ(bM, ¢n € o potencial magnético escalar.

Da outra equacao: V-B= 0, temos dois caminhos para seguir:

B =y (H+ M)

B — uH com p independente de H e

— a) meios (materiais) lineares:

constante por partes.

Nesse caso V - B = ﬁ(uH) :/,L~§- (—ﬁ(bM) =0

Vipy =0 para uma regiao onde j =10

— b) meios (materiais) nao lineares:
Nesse caso B = u(H) - H = po (H+ M)

Temos entao

—

V-B=V-[uH+M)=V- [MO (—%M+M)] —0

_V2¢M+6.M:0
quﬁM:—l-ﬁ-M:—pM ,  com pM:—ﬁ-M

V¢ = —pam . pum € acarga magnética que representa a origem do campo magnético H
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Figura 9.....cccoovvininiiiiiinnnnn.
magnetizagdo nao homogénea V - M # 0 equivale a unica densidade de monopélo magnético.

Obs: no caso do material ser linear

Entao V2(Z)M = —PM

Viy =X, Vioy = V=0

Tnedo definido a carga magnética py, o potencial 47 no espago linear pode ser encrito (livre
de correntes)

-1 V'M(rr) 1 pa(rr)
Ou(r) = A /V Ir — /| v’ = A Jy |r—r/| v
com
Viu(r) = L / (1) V? 1 av’ = L / (v/) - [—47 6(r —v1)] dV’
M " ar )y pu v — r/| Cdrn pa1 "

Vo = —pu(r)

Se a magnetizacao esta localizada no espago, a integracao por partes resulta em

1 =/ 1 /
om(r) = yym /V M(rr) -V (|r — r/|> av
_ 1 \V4 / M(r/) PAY

4 v |r—r/|

(6 operando nas coordenadas do campo)

O campo ¢y, visto a distancia da regiao magnetizada, pode ser obtido ap6s uma expansao

de Flm em torno da origem

1 _1 r-r/
]r—r/|—r 73
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Levando em conta apenas o 1%termo da expansao

-1 - M
QSM(I‘) ~ E \V4 /V 7(}'0 v’

~ _Il \Y (%) /V M(xr) dV’

O (r) o~ ;n I; , com m= / M(r) dV’ sendo a magnetizagao total do corpo.
Tr v
_ P
Dp(r) = Amegr3

Na superficie do corpo podemos definir uma densidade superficial de magnetizacao.

A

O']V[:M-n

Figura 10......ccococeiiiininennn.

Portanto, o potencial escalar magnético sera dado por

1 pM(I‘/) / 1 UM(r/) /
= — av' + — ds
b A Jy |r—r/| * At Jg |r—r/|
_ -1 [ VM) PR G (COR
A Jy,  |r—r/ dr Jg |r—r/|

Potencial Vetor Figura 11.....cccovevenn..

Temos para o potencial vetor em um meio magnético

V2A = 1§ = 1o jegs , VxA=B
ou
Mo jefs / . . =
A = — dV efs — M
(r) 47T/v T — 1] , Jeps =3+ V x

Se j = 0 e nao ha superficies de fronteira

o @ .]M dv/ _ & 6/ X M(I‘/)

= = dv’
At Jy |r—r/ At Jy v —1/|




atualizado em June 19, 2013 134

se M for constante no espaco A = 0.

Se ha superficies de fronteira, é possivel definir correntes de magnetizagao superficiais M x n
tal que, incorporando o termo de superficie obtemos

/ V' x M(x1) ., Ho M (/) x 0/ i’

S e—r| At Jg  |r—r/

Se M(r) for constante no material ficamos apenas com o termo de superficie

M(r
7{ ><n/ av’

r—r/|

Campo (Fator) Desmagnetizante

Consideremos um material magnetizado. Por simplicidade, assumimos que a magnetizagao
é constante (isso s se verifica em corpos elipsoidais). O problema fica mais claro se imaginar-
mos uma esfera, nesse caso
Figura 12......cccoooiiviiiinnnnnnnn.

1
ch:—/ W g

At Jg |r—r/|

com oy = M - n, densidade superficial de carga magnética.

O campo H gerado por essa densidade superficial de carga magnética sera
Figura 13......cciii,
Figura 14....cccooviiiiiiiiiiies

Note que:

a) H é antiparalelo a M dentro do material, com B = po [H + M]
— b) o campo produzido por oy é chamado campo fator desmagnetizante.
— ¢) para elipsoides Hyes, = N M, onde N é o fator desmagnetizante.

N nao depende do material para elipsbides, somente da geometria.

Para um corpo de geometria arbitraria, N é um tensor (que pode depender da permabilidade
do material)

— d) Hyeom € descontinuo na superficie, por causa de oy
?
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— e) se existe um campo externo, entao H dentro do corpo seré

H,=Hy—NM — H, <H,

Problemas de Magnetostatica

Metodos de Solugao

Os problemas sao, em geral, mais complicados do que os de eletrostatica, por causa das
relacoes vetoriais.

—Método Geral
Se a corrente de cargas livres é conhecida, podemos resolver a equacao de Poisson para A e j.

§><H:j , com B=yH

tal que a equacao de Ampére fica

Ve (V-A) - VA =g

Fazendo V - A = 0, obtemos V2A = —/j
E necessario aplicar condicao de contorno na interface de dois meios distintos.

A solugao deve satisfazer V-A=0.

— Potencial Magnético Escalar (¢yy):

Se j = 0 temos V x H = 0. De acordo com a identidade vetorial rot. grad=0, podemos
escrever

—

vx(—%M):o — H=—-Véy

onde ¢,; é o potencial magnético escalar.
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Mas, temos ainda

= —

ﬁBszuﬂ:v(wﬁmQZO

VQ(/ﬁM =0 se p for constante no material

Condicoes de contorno devem ser aplicadas nas interfaces.

Exemplo: Esfera uniformemente magnetizada (raio a)

M = Myz

Figura 15. ..o
magnetizacdo M constante e permanente (gerando B e M)

Devido a simetria azimutal do problema, para r» > a temos

1
Vipy =0 = ou= Z A ) Py(cos )
]

Dentro da esfera

M=A4&,H , X, escalar
H=—-M com
Ho B=yH , B|H

Aplicando as condicoes de contorno

(Hl)tan _ (HQ)tan

fora da esfera Hy = —ﬁ(;ﬁM, portanto

an —1 0
(Ha)"™" = W o0 Oum

dentro da esfera H; = XL M= % Z, portanto

(HL)™ = 2 (—sin)

m
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Entao

Esta equacao s6 pode ser satisfeita para [ = 1

My . —1 .
X, (—sinf) = — Ay (—sind)
—My a®
Ay = an

Para o campo B temos

fora da esfera

By =poHy = (32)L = —lo E Om

dentro da esfera

M
Bi = po [Hi + M] = po L‘(_—FM}

By = 4~ [L+Xu]M = (Bl)LZQ’é—O [+ X, My cosf

m m

Para a componente [ = 1
m

2
= +lo Al - cos f
a

+1 a3
Ail=—1+ X, My —
! 2([+ ) 079

m

—(l+1
/,'lé—o 1+ X, Mycosf = —pugAy {%} cosf , 1=1

137
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Resolvendo para X,

—Mya®  +1 41 Mya®
X, x,  x, LT
Ay = —3Mya?, tal que
M, a3 M
Orr = ——- L cost M=X,H — H, =-—
3 r? 3

A magnetizacao total da esfera é

m:/M(r’)dV’zgwagM

Portanto,
m-r 1 47 ;s M-r
¢M—4wr3—ﬂ.?a r3
bay = Mya? cos @
M 3r2
Figura 16.......ccocviiiiiiiiiininnnn,
Figura 17..cccooiinns

Exemplo: Consideramos, agora, que a mesma esfera do exemplo anterior nao tem magneti-
zaGao permanente, mas que sua magnetizacao s6 existe na presenca de um campo externo.

——esfera paramagnética

Pelo principio da superposicao para os campos, dentro da esfera os campos devem ser

Bm:BovLBM:BO‘i‘%MoM
com BOZ/L()HO
H, =Hy+Hy =H,—: M
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A relacao de superposicao pode ser escrita por meio de outra féormula

B, = Hy, , Ppara u constante

Portanto, igualando

2 1
Bo+§M0M:MHm:M {Ho—gM}

obtemos
3 _
M= 2 (u) B
po \ K+ 240
note que M (By) = M (Hy) = 0, pois o material ¢ magnético.

Exemplo: blindagem magnética

Consideremos uma casca esférica, feita de material com permeabilidade p
Figura 18. ..,

Sem a casca esférica temos

By = o Hy
por causa do campo externo.
Nao ha correntes: j = 0, portanto H = —ﬁng e V2¢y = —pu para cada regiao do espaco.
v =, alﬁpl(cosﬁ)—Hor cos 0 , r>b
o = (B + ) Pcosb) , a<r<b
dm =D, & ' Pycosh) , r<a

Aplicando as condicoes de contorno em r =a e r = b:

(BlL) - (BzL> e (Hl)tan _ (Hz)tan

obtemos o seguinte sistema de equacoes para os coeficientes a, 3, v e d
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Somente os coeficientes com [ = 1 sdo diferentes de zero

(o - b* B - g = b® Hy
200 + WP - 2um = —b0* Hy
a® B + m - a6 =0
\ pa* B —  2um = a4 =0
com ' = Hﬁo

Os coeficientes mais interessantes sao « e 9, que determinam o campo H fora e dentro da
esfera.

(2 +1)(p' = 1) ] (1 —a®) H,
1y

ey -2
5= — ar’ ] H,
@+ 1) +2) = 2(2)° (' —1)?

Para 1 >> po , £~ 10° — 10° (um ferromagneto) temos

o — b3 HO

qlo

__W g 51 o i
w(-g) 0 e

5 —



Capitulo 11

Magnetismo

O magnetismo, denominacao da fenomenologia que descreve o comportamento dos materiais
magnéticos, estd fundamentalmente relacionado as propriedades microscopicas da matéria, por-
tanto fazemos a seguir uma breve revisao da fisica atémica. Neste capitulo vamos usar,
por conveniéncia, o sistema de unidades gaussiano (CGS).

11.1 Revisao de Fisica Atomica

O momento magnético orbital do elétron é (sistema CGS)

—e€
— 11.1
=5 (11.1)

onde e é a carga fundamental, m. a massa de repouso do elétron e L seu momento angular.
Introduzindo os niimeros quanticos orbitais de um elétron ligado ao nicleo.

e 1 : nimero quantico principal
n=1,23,4,..

camadas: K, L, M, N, ...

e [: momento angular
=0,1,2,3,4,...,(n—1)

87p’d?f7g7"'

momento angular total

L="n/I(l+1)
e m;: projecao do momento angular
my:—l,—l+1,...,0,...,0—1,1

Lz = mlh

A quantidade pp = 2= = 0,927 - 1072°erg/Oest é o magneton de Bohr.

2me

O spin do elétron é S = %h, com mg = i%h. O momento magnético de spin serd
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2
e
onde g, é o fator giromagnético do spin e @ = — ¢é a constante de estrutura fina(cgs). Para o
c
spin eletronico gs = 2(1 + £ — 0,328()* + ...) ~ 2.0023.
O momento angular total ¢ dado por J = L + S e o nimero quantico J pode variar no
intervalo

IL-S8|<J<L+S

com m; definido analogamente a m; e m,. Dois fatores sao importantes para determinar o
momento angular eletronico total J.

1. interagcao Coulombiana: os momentos angulares L; dos elétrons tendem a acoplar-se,
L = ) .L;, para minimizar a interacdo Coulombiana, como ilustra a Figure 11.1. Esse
mecanismo favorece estados tripletos que maximizam S.

¢

L \
® !
€

Figura 11.1: xxx

2. interacdo spin-Orbita: ineteracio magnética que aopla o momento angular de spin de
cada elétron com o seu préoprio momento angular. Por exemplo

elemento 3Li HUNa e 3TRb %(C's
subcamada 2p 3p 4p o5p 6p
AFE.(eV) |0,42.107% | 21.107* | 72.107* | 295.10~* | 687.10~*

Nos elementos com Z pequeno ou moderado, temos
AEWSO << AEjCoul )

portanto, nesse caso, os mecanismos podem ser desacoplados e tratados independentemente:
primeiro AFEc oy, depois Ago. Assim, primeiramente sao definidos

L=)L e S=)_§

para cada atomo e posteriormente J = L + S. Nesse caso, temos os nimeros quanticos
{J,M;,L,S} bem definidos (constantes). Essa forma de acoplamento é chamada acomplamento
LS (ou Russel-Sanders')
Para 4tomos com Z grande
AEso ~ AEcou

e 0s mecanismos nao podem ser separados.

IRussel e Sanders sdo astronomos.
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Para 4tomos com Z muito grande
AESO >> AECoul .

Nesse caso o elétron acopla seu momento angular L; com S; para formar J; = L; +S; constante
e entdo formar J = . J;. Tal mecanismo da acoplamento é conhecido por acoplamento JJ.

Levando-se e, conta o acoplamento de L e S pelo mecanismo de Russel-Sanders, temos para
o momento magnético do a&tomo

p = —geptpLi — gspi5S

p= —pp[L+ 2S]
h
fazendo gy =1legs =2, com L =+/I(l+1),S=+/s(s+1) e ug = 26—. Note que J =L +S.
me

A energia de intera¢do de um momento magnético atomico (devido ao elétron) com o campo
Bé
AE = —pp[L +2S]-B

que podem ser escrito em termos dos nimeros quaanticos na forma
AFE — gL[LijB

com
JJ+1)+S(S+1)—L(L+1)

2J(J+1)
fator de Landé. vemos que gy, serd diferente para os varios niveis. Para determinar gy, proje-
tamos L, S e B na direcao de J

gL =1+

eh eh (L+2S)_J-B
AF = —(L 29)B =
2mc< +28) 2me J J J
_eh (L—i-QS)-(L—i—S)JZB
 2me J? ’

pois no mecanismo LS L e S precissonam em torno de J
Regra de Hund

Assumindo o acoplamento de Russel-Sanders é possivel determinar o estado eletronico do
atomo a partir do ntimero de elétrons de valéncia. Segundo este conjunto de regras, o estado
fundamental do 4tomo é determinado da seguinte maneira

1. os spins eletronicos se somam para produzir S maximo;

2. os orbitais atomicos se combinam para produzir L méximo (elétrons orbitando na mesma
dire¢do permanecem mais distantes em média);

3. para camadas incopletas temos

J =L — S, para menos da metade ocupada
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J =L+ S, para mais da metade ocupada .
Isso ocorre por causa da interacao spin-orbita

1 1dV(r)

2m2c2r dr

AFEso = S-L,

pois o produto escalar S - L é negativo se S e L sao antiparalelos - J =L — 5. Como
os coeficiente de AFgp é positivo, a menor energia ocorre para S - L minimo.

Por exemplo, para o fon Cr*2: 1s2,2s2 2p% 2p°, 352, 3p°, 3d*

Momento magnético Nuclear:
eh _ erg
=5.06 107" ——.
KN 2myc Oest

No caso nuclear AFEgp ¢ bem mais forte e importante.

11.2 Algumas definicoes

De acordo com a susceptibilidade magnética, Xmaqq, podemos classificar o comportamento mag-
nético dos materiais em 3 grupos

e diamagnetismo: xmq, <0, p < 1= |B| < |H]
e paramagnetismo: Xmq, > 0, p > 1= |B| 2 |H]
e ferromagnetismo: Xmq, > 0, p > 1= |B|> |H]|

Algumas defini¢oes (Xmaeg = X)- No vacuo temos
o CGS:

H

H+47M = uH

= H+4nyH=(1+4ry)H
= 1+4+4ny

T I Ow
|

¢ MKS:

= uH (11.2)
= po(H+M)

po(1 +x)H = puH

= 1+x

SlTw W
|

1%
com jig = 47 10_7ﬁ. Para a magnetiza¢ao temos M = yH (CGS, MKS).
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11.3 Teoria Quantica para o Paramagnetismo

11.3.1 Dielétricos

Consideremos um meio contendo N momentos magnéticos localizados por unidade de volume,
nao interagentes entre si. Da fisica atémica, os valores possiveis do momento magnético na
direcao do campo magnético B, para cada dtomo, sao

b= —gLpm; (11.3)

com —J < m; < J, sendo que g, é o fator de Landé e up = eh/(2mc) é o magneton de
Bohr. Note que a carga do elétron é —e, portanto temos o sinal negativo em (11.3). A energia
potencial do momento magnético na presenca do campo B é

Unazr = gt B = i e B antiparalelos
U=—-i-B=
Unmin = —grpupJB = ji e B paralelos

A magnetizacdo macroscopica é descrita como a média estatistica do momento de dipolo ato-
mico, multiplicada pela densidade volumétrica de momentos dipolares

B
7 (—gLupm;) exp {w}
M=N bnl (11.4)
Z exp gL:uijB
J ksT
Para simplificar a notagao definimos
0= gruB
kT
e reescrevemos a Eq. (11.4) como
J Qm;
J— ms e J
M:NZ—J( gLiB .7) : (115)

Zi ; M

J ‘ < - . .
sendo Z=> _ e a funcao de particao, que se calcula da seguinte maneira.
=

7 = Z eQmJ—e )+€(J+1)+.“+€Q(Jfl)+eﬂj
mi=—J

= e 14"+ 42

Esta ¢ uma série geométrica da forma

1— n+1
Sn:a+ar+ar2+...+ar":a¥,
—r

coma=1, r=e%en=2J. Portanto

; 1
7l eI+ sinh [Q(J + 5)]

1 —ef . )
sinh {5}
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De volta a Eq. (11.5), a magnetizacao ¢ obtida se fazemos

> (=grppm;)e?™  —Ngpup -
M = N Zegmi -— > myetm (11.6)
—Ngrup 0 Qm; d
= —_— mj = — _1
Z o0 Zm, ¢ Norusgenz
= —NgrupJB;(Q) , (11.7)

onde B;() é a funcao de Brillouin

10InZ7 1 1 1 Q

Note que obtivemos a magnetizagao em termos da funcao de Brillouin, pois a fun¢ao de particao
foi calculada a partir da soma de valores inteiros para m;, como é proprio para o caso quantico.
No entanto, se estivessemos no regime classico e m; pudesse ser descrito por uma variével real
(continua) a magnetizacio seria expressa em termos da funcdo de Langevin. E possivel verificar
por meio de experimentos que apenas a fun¢ao de Brillouin é capaz de descrever a magnetizacao
para qualquer valor de €2, como se vé na Figura 11.2.

A susceptibilidade magnética x é definida de modo geral como

_ oM
- OH

X

Entretanto, no regime linear de M podemos escrever xy = %, de maneira que

M _NgL,uBJBJ(Q)

Limites Assimptoéticos:

Para altos campos e/ou baixas temperaturas temos grugB > kgT, Q > 1, que resulta
em saturagdo magnética pois limg_ .o, B;(2) = 1. Todos os momentos estdo alinhados e a
magnetizagao é maxima, M = NgpugJ.

Para altas temperaturas e/ou baixos campos temos g upB < kgT, @ < 1, o regime
classico, em que

1z a2
th(r) = —4+ - — —
cothe) =S+ 3 -5+
¢ 1
B;(2) = §(J+ DO+ 0P .
Entao
1 ~Ng?u%4B
M= —NgpupJ=(J +1)Q = —ILIBZ 50511y (11.9)
3 3kgT
M M
Portanto M ~ T~! e a susceptibilidade y = T ~ ¥l torna-se
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Figura 11.2: Processo de saturacao da magnetizacao em um dielétrico paramagnético, que
acompanha a curva de Brillouin. As curvas LII e III se referem a sais paramagnéticos contendo
os fons Cr3t, Fe¥t e Gd*", para os quais g=2 e J=3/2, 5/2 e 7/2, respectivamente. Phys.
Rev. 88, 559 (1952)

Np*u%
3kp
em conta que B = [H + 47M] = [1 + 47x]H = H, pois x =~ 10~* (CGS). O comportamento
acima estd em acordo com a teoria de Langevin e com a Lei de Curie para a susceptibilidade:

C

X:T'

com Coyrie = — e p = gp[J(J+1)]"/? é o ntimero efetivo de magnetons de Bohr. Levamos

11.3.2 Metais

Nos dielétricos M ~ T~1(x ~ T71) a altas temperaturas. Entretanto, nos metais nao magnéti-
cos a magnetizagao é independente da temperatura. Pauli mostrou (~ 1927) que a estatistica
de Fermi-Dirac explica o fato de a maioria dos metais apresentar pequena susceptibilidade
paramagnética, quase independente da temperatura. 2

Consideremos um gas de elétrons degenerado, tal que u > kgT. Dividimos a banda semi-
completa do metal em duas partes, de acordo com o spin dos elétrons, como mostra a Figura
11.3. Sem campo magnético temos

1 [eF
0

onde g é a densidade de estados degenerados, com spins T e |. Na auséncia de campo externo,

a magnetizacao é dada por M = p(Ny — N|) = 0, com p sendo o momento magnético de spin

do elétron, p = —pupgsS, gs=2, S = 1/2.

2Pauli foi um dos pioneiros do Estado Sélido moderno.
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Figura 11.3: Esquema da banda de energia de um metal na auséncia de campo H.

Se um campo magnético é aplicado, os elétrons vao ter sua energia alterada por AE = —[i-B,
com AFE, = +uggsSB ou AE_ = —upgsSB. Apoés o potencial eletroquimico se estabilizar
ficamos com N; # N,;. Para os elétrons com spins paralelos a diregdo do campo temos (ver
Figura 11.4)

1 EFt+UB ©) 1 erp+uB
Mzé/ gle)de = N + 5 G(e) | (11.11)
0 EF
Para os elétrons com spin antiparalelo ao campo externo
1 EF—UB 1 EF
N, = §/ g(e)de = N — 5 G . (11.12)
0 ep—uB
F—H
A A
ry
T B 1‘ * B
f —
+uB +uB
N —uB N —uB

Figura 11.4: Esquema da relaxacao do nivel de Fermi quando um campo magnético é aplicado
ao metal. Inicialmente o campo quebra a degenerescéncia entre as bandas e ep| # epy (lado
esquerdo). Os potenciais quimicos se igualam, mas Ny > N| (lado direito).

A diferenca

1 1 r
M—M,:N@+§ﬂ& -P+§a&
Ep er—uB
1 1
= 3 G(ep + puB) — 3 G(er — puB)
1 dG 1 dG
- = = uBl == _ LB
2 Gler) + de EFM 2 Ger) de EFM
dG
- uBZ —uB
B T 9(er)
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3
Portanto M = u [Ny — N|| = u?Bg(er), mas g(ep) = 5; Entéo
F

A = SMHBEB _ 2npgg; o

n 2 EF N 3 EFR
. - , 3y . .
pois u = —upgsS. A susceptibilidade é y = Ca— A susceptilidade estatica corresponde a
EF

uma medida direta de . Incluindo o diamagnetismo dos elétrons ficamos com

3 \m*

X = 1’g(er) {1 -1 (= )2] . (11.13)

Correcoes para 170 fornecem a contribuicao da temperature em 2* ordem

2B [ 9,
M = Mf} /0 g(e) (—a—ic)da

1159(1) ™ 1g (W ,_
- T(l WW)B‘ v

, mas para os metais 7' <

2 T 2
Para um gas de elétrons livres obtemos y = const |1 — (=
12 \Tr

Tr.

11.4 Ferromagnetismo

Um material ferromagnético macroscopico é formado por monodominios que estao espontane-
amente magnetizados e a magnetizacao macroscopica total é dada pela soma vetorial desses
dominios. No estado desordenado a magnetizacao do material é nula, no entanto, nos ferro-
magnetos a magnetizacao é um efeito nao-linear em que um pequeno campo externo produz

grande magnetizagao: tipicamente Mp/H ~ 10°. Em comparagao, no caso de um paramagneto
Mp N ,LLZB 4 9 i )

— ~ ~ 10~*. Portanto Mp/Mp ~ 10°, ou seja, se praticamente todos os momentos
H kgT

magnéticos estao alinhados no ferromagneto, apenas 1 momento em 107 est4 alinhado no pa-
ramagneto. O magnetismo também ¢ caracterizado por curvas de histerese e por transicoes
de fase. Uma dessas transicoes ocorre quando variamos a temperatura. Nesse caso temos a

temperatura critica 7T, que determina a transicao entre as fases, para H=0.

T<T, o sistema ¢ descrito pela fase ferromagnética (ordenada).
T>1T, o sistema ¢ descrito pela fase paramegnética (desordenada).

O primeiro modelo tedrico capaz de descrever as propriedades basicas do ferromagnetismo
foi apresentado por Wiess (1907), sem qualquer conhecimento acerca dos mecanismos microsco-
picos responsaveis pelo ferromagnetismo, o qual surge como resultado da interacao quantica de
exchange entre os elétrons do material. O modelo de Weiss supoe que os momentos magné-
ticos do material sao localizados e o campo resultante que atua em cada dipolo é B = H + AM.
Para um sistema isotropico e homogéneo, A = A(M) é a susceptilidade molecular, que resulta
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de um efeito cooperativo dos elétrons do material. Para descrever a magnetizacao do ion mag-
nético usamos o modelo quantico M = NgpupJB;(f2), onde N é a densidade de atomos (ions

magnéticos) por volume, J = L + S é o momento angular total e
BJ
0— grLiB
kgT

Q
kgT

No modelo ferromagnético B = H + AM, de forma que
J
— JLEBZ (A M)
Se estamos interessados na magnetiza¢ao espontanea, podemos fazer H = 0 e escrever

gripJ
Q= AM .
kT
(11.14)

Temos entao duas equacoes para a magnetizacao, que devem ser resolvidas consistentemente
M = NgrupJB; ()

kgT
M=—"_q.
grppJA
Para que haja magnetizacdo permanente, M # 0, a Eq. (11.14) deve ter solugao para T > 0.
Para obter a temperatura critica T, procedemos da seguinte maneira: linearizamos a expressao
N J+1
A = Noiks 3( t1g

1 1
NJLQ

M = NgrupJB;(Q), para 2 < 1, e obtemos

M,

I ,
J ,
7
-
Q

Figura 11.5: Representacao gréfica da solugao para o sistema de equagoes (11.15). A solugao é
dada pela interseccao das duas curvas para M. T, é a temperatura critica. A magnetizacao s6

acontece para 1" > T..
kBTc . NnguB(J + 1)
3 )
(11.15)

grpsJN

Igualando as duas equagdes (11.14), no regime linear da magnetizagao

N(grpp)?J(J +1)A Ny
3kp ~ 3kp

obtemos uma equacao para 7
T. =
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onde p? = (grup)?J(J + 1) é o quadrado do momento magnético total, isto é, |i| = grus|J],
com [J| =+/J(J+1).

A Eq. (11.15) representa o caso da reta T' = T, na Figura 11.5. Se T>T, nao ha magnetiza-
¢ao permanente, pois nao ha solu¢ao (intersec¢do das curvas) no ponto M (2 =0). Em T =T,
ocorre a transicao entre as fases desordenada-ordenada (paramagnética/ferromagnética), de
maneira que para T < T, existe solucao para M # 0.

Para obtermos o comportamento da susceptibilidade como funcao da temperatura, conside-
ramos o limite linear da magnetizagao

Ngrpp(J +1)
3

M ~

Q, (11.16)

mas nesse caso levamos em conta a presenca do campo H, tal que

gLHBJ
Q= H -+ M\M) . 11.1
1o+ 2M) (11.17)

Resolvendo as Eqgs. (11.16) e (11.17) para M encontramos

C_C_H:>M C
T H T-)\C"

M|1- 22

=

N(grpp)?J(J +1)
kg

com C = e T. = AC'. Portanto

M C
H T-T.°

X (11.18)

A expressao acima é chamada féormula de Curie-Weiss.

x|=

I,

= -

T, ST

Figura 11.6: Esquema da relagao x ~ (T — T,)~! para o modelo de campo médio de Weiss. A
temperatura critica real, indicada pela seta, € menor que a temperatura critica de Weiss.

O modelo de Weiss superestima 7., por ser um modelo de campo médio. Como mostra a
Figura 11.6, a temperatura critica real (indicada por uma seta) esta a esquerda da tempetura
de Curie-Weiss. Na realidade temos x ~ (T'—T,)™" e M ~ (T —T.)?. Para modelos de campo
médio v = 1 e § = 1. Para o modelo de Heisemberg classico em 3D, temos v ~ 1.3960(9) e

[ =~ 0.3689(3). Alguns resultados experimentais estao apresentados na tabela abaixo
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Material ~y I}
Fe 1,33 | 0,34
Co 1,21

Ni 1,35 | 0,42
Gd 1,3

CrO, 1,63

CrBrs 1,215 | 0,368
EuS 0,33

E possivel utilizar a curva de magnetizacao para determinar o momento de dipolo magnético
por atomo do material. Normalizando M(T), ficamos com M (T")/M(0) = B,(2), pois M (0) =
NgppupJ é o valor maximo da magnetizacao, com todos os momentos de dipolo orientados na
mesma direcao e N representando a densidade de dipolos do material. Também reescrevemos

M(T) QT(J+1) QUJ+1)T

M) 3JAC 3] T.°
com N e
grLiB
C=——""JJ+1).
35, (J+1)
Temos entao a equacao
QJ+1) T
———— = B;(9Q) .
3J T, s(&)

J é um parametro livre, associado com o momento angular de dipolo magnético. O melhor

acordo com resultados experimentais ocorre para J = 3 Isto indica que nao héa participacao

dos momentos angulares orbitais, L, portanto o ferromagnetismo esta associado ao spin S. Para
uma amostra homogeénea é possivel medir a razao entre momento magnético e momento angular

_ [ e
fi=grppt = |]J_: =gLhs =9gr5 — (CGS)

Alguns resultados sao

material | gp

Fe 1,92
Co 1,85
Ni 1,84
FeNi 1,91
CoNi 1,84

g~ gs=2,0023
Na época de Weiss nao se conhecia o spin, portanto o fator g medido era chamado anémalo.
Da magnetizacao de saturacao, M (0), e do niimero de atomos por unidade de volume, N,
¢ possivel determinar o nimero de magnetons de Bohr por atomo (np)
M (0)
Nup

:gSJ:nBjM(O):nBN/,LB.

Para a camada d temos, de acordo com a regra de Hund.
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M
M(0)

> TC

Figura 11.7: Magnetizacao relativa, M (T)/M(0), em fun¢ao da temperatura 7'/T,, obtido pelo
modelo de Weiss quantico para vérios valores de J. O valor que melhor descreve os dados
experimentais do ferromagnetismo é J = 1/2. Portanto, concluimos que nao ha participacao
de L no ferromagnetismo, ou seja, i = gsupS.

# total de elétrons na camada 3d |0 |1 2|3 |4 [5(6|7|8]9]10
# de spins desemparelhados 0|12 |3(4(5[4]3]2|1]0

Portanto, tomando o Fe como exemplo, que tem 6 eletrons na camada d, temos 4 spins desem-
parelhados, tal que |[S|=2 e ng = ¢S = 4. No entanto ng = 2,22 para o Ferro.

11.5 Campos Magnéticos Quasi-estaticos

11.5.1 Efeitos de superficie

Consideremos um metal caracterizado por uma condutividade elétrica ¢ e com propriedades
magnaticas lineares, resultantes de uma permeabilidade magnética p constante, tal que
B

B=;H=H=2=. (11.19)
"

Nesse caso, a equagao para o campo magnético é obtida da seguinte forma

1
VxH =j com H=-VxA

i
V x (lv X A> = oE
1
Vx(VxA) = uoE
V(V-A)-V?A = uoE
Escolhendo V - A = 0 para o potencial vetor, ficamos com
~V?A = uoE
Da equacao da Faraday obtemos
VXE:—a—B:—QVxA

ot ot
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VXE:—VX(a—A)
ot

0A 0A
V x <E+W>:O:E+E:_v¢

0A
B=-Vo—F

Dentro do metal, assumimos que os campos elétricos sao completamente blindados e nao ha
potenciais elétricos. Portanto

0A
p=0=E= o
Finalmente obtemos
V2A = ,ma—A (11.20)
ot '’
em que obtemos a equacao de difusao para A no regime quasi-estatico
) OE
J> EOE (11.21)

na equagao de Ampére. A equagao para B é obtida de (11.20)

Vx VA = puoV x %—‘z‘ (11.22)
VA3V xA) = ua%(v x A) (11.23)

levando-se em conta que os operadores Vx e V2 comutam, pois V? é um operador escalar. Da
mesma forma para Vx e 9/0t. Para os campos B e H, em um material homogéneo, obtemos
no regime de campos dinamicos quasi-estaticos

0B
’B = —— 11.24
\Y Ho— (11.24)
OH
’H = i 11.2
\% Ho—, (11.25)

11.5.2 Comprimento de penetracao magnética

Consideremos um condutor semi-infinito, com interface no plano z = 0. Fora do metal (z < 0)
existe um campo homogéneo oscilando no tempo com frequéncia w. Por simplicidade, supomos
que a orientacao do campo é paralela a interface. Fora do metal temos

H = Hjcos (wt)z .
As condigoes de contorno sao:
Bf=Bf ¢ H'=Hl,
pois k =0 em (Hy — H;) x 7 = k. Assim sendo, no interior do metal (z > 0) devemos ter

HY=0 e HI'=H,((2,t) = h(2)cos (wt) .
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Substituindo H, = h(z) exp (—iwt) na equagao (11.25) obtemos

d? ,
@h(z) = —ipowh(z) .

Para uma dependéncia espacial do tipo h(z) = exp (£ikz), ficamos com a equagao

(—k* +ipow)h(z) = 0

kzzwawék:(l—i-i)wg.

donde definimos o comprimento de penetracao magnética

2
§= ) —— (11.26)
pow
) (1+9)
+1
k =
J
A solucao mais geral para H(z,t) dentro do metal é
H(Z,t) — (Aezkz + Be—ikz) e—iwt
= Ae #exp [7, (% — wt)] + Bet#/% exp [—i (% + wt)] , (11.27)

com A e B constantes complexas.
Aplicando as condi¢oes de contorno em z = 0 e lim, ., h(z) = 0 e, entdo, tomando a parte
real de (11.27) obtemos finalmente

Hl(z,t) = H,(2,t) = Hye */° cos (g - wt) : (11.28)

Para calcular o campo E aplicamos a formula de Ampére ao campo (11.28)

VxH=j=0E

dH,(z,t)
T = O'Ey(Z,t) s (1129)
para obter
1dH,(z,t -1+ _, e
Ey(z,t):; d(z ) = Hoe /% exp [z (5—wt)] :
Tomando a parte real de (11.5.2)
pwd s z 3m
E,(z,t) = WHO(B cos | = — wt + Tl (11.30)

Comparando os campos, podemos calcular a razdo entre as amplitudes dos campos (11.28)
e (11.30)
E, V2 E
_yi _ |9 <1. (11.31)
H, pwé  H, \ pw
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Se o material for um bom condutor nao magnético temos o /g > w, tal que 3

1 (11.32)
How

e o campo na superficie do metal é predominantemente magnético, com F, < H,.
A corrente de superficie produzida pelo campo quasi-estatico é

2 3
Jy=0E, = \/T_Hoe_z/‘; cos E — wt + Iﬁ} : (11.33)

que é responsavel pelo aquecimento do material por efeito Joule (ou dissipagao na superficie do
metal)

. 1 N
PJoule(Z) = <J : E> = EIMUHSB 22/8 s (1134)

onde Pj,,. € média sobre o periodo.

11.6 Supercondutividade

11.6.1 Descricao fenomenoloégica

A descoberta da supercondutividade ocorreu por acaso em 1911, quando pesquisadores do
grupo de Kammerlingh Onnes — o mesmo que liquefez o gas hélio pela primeira vez em 1908
— utilizavam as recém desenvolvidas técnicas criogénicas para estudar o comportamento da
corrente elétrica em metais a temperaturas proximas do zero absoluto. O material escolhido
para o experimento foi o mercurio (Hg). Acredita-se que Onnes esperava que a resisténcia do
mecirio aumentasse muito nessas temperaturas, como consequéncia do congelamento do gas
de elétrons, que é responsavel pela conducao de carga. A teoria quantica ainda nao tinha sido
formulada e o modelo de Drude era, entao, utilizado para descrever o comportamento eletronico
dos metais. Para a surpresa de todos, quando a temperatura da amostra tornou-se menor que
42 K a resistividade do merciirio diminuiu abruptamente para zero (decaiu por 14 ordens de
magnitude em um intervalo de temperature AT < 0,01K). Outra importante descoberta sobre
a esséncia da supercondutividade ocorreu 20 anos mais tarde, o efeito Meissner-Orchsenfeld,
por meio do qual verifica-se que o material no estado supercondutor expulsa espontaneamente o
campo magnético de seu interior. Portanto, fenomenologia da supercondutividade caracteriza-
se, principalmente, pela auséncia de resisténcia elétrica e de campo magnético no interior do
material, no estado supercondutor. Baseados em ambos os efeitos, os irmaos London apresen-
taram a primeira teoria (fenomenologica e classica) para o efeito, em 1935. Uma explicacao
microscopica para o efeito, baseada em primeiros principios, sé foi apresentada 50 anos mais
tarde pela Teoria de Bardeen-Cooper-Schriffer (Teoria BCS). Ha varias formas de supercondu-
tividade, assim como varios materiais que apresentam o efeito, em todos eles a fenomenologia
é bastante similar, portanto a supercondutividade é uma fase termodinamica.
Algumas das caracteristicas fenomenologicas da supercondutividade sao:

e condutor ideal com auséncia de resisténcia elétrica (efeito Joule): a supercorrente (cor-
rente persistente) pode ser produzida em um circuito elétrico por meio da indugao de

3Veja caso analogo em 13.1.5.
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Faraday, sem a necessidade de contatos ohmicos

B _dqb__ dl
© T Ta T at
e = RI
dl
RI = —L—
dt
dl R R
L
W = Lett L =k

Para um metal normal 7 ~ 0,1 segundos, mas para o mercirio, quando 7' < T, ~ 4, 2K,
T — 00 e o0 decaimento da corrente nao é observado em qualquer intervalo de tempo. L
¢ a auto-indutancia do anel.

e Na época de Onnes, os metais eram descritos pelos modelos de Drude e JJ. Thomson,
que tratavam os elétrons como um fluido (ou gas) de particulas cléssicas e independentes.
Acredita-se que Onnes esperava que o fluido de elétrons congelasse e, consequentemente,
p — 00, mas observou o oposto. Atualmente o efeito p — oo para T — 0 é conhecido
como cristalizagao de Wigner e pode ocorrer em sistemas com baixa densidade eletronica;

e muitos metais puros, além de semicondutores, ligas, ceramicas, materiais organicos e
fullerenos podem apresentar comportamento supercondutor;

e 0s metais nobres Au, Ag e Cu ndo apresentam supercondutividade;

e a supercondutividade nao depende da estrutura cristalina, ou da presenca de defeitos
estruturais. De fato, pode ocorrer em ligas, poli-cristais e materiais amorfos. Portanto,
neste ponto se distingue do conceito de condutor ideal;

e temperatura e campo magnético destroem o estado supercondutor;
e 0s metais ferromagnéticos, como Fe, Co e Ni, nao apresentam supercondutividade;
e a supercondutividade pode ser descrita como um fené6meno de superfluidez;

e ha varias teorias para descrever a supercondutividade: a mais simples é a teoria fenome-
nolégica dos irmaos F. London e H. London;

e a primeira teoria microscopica a partir de principios fundamentais foi a Teoria BCS (1957).
A supercondutividade é um efeito quantico macroscopico;

e também héa varios tipos de supercondutividade, que sao observados experimentalmente
em diferentes materiais. As mais relevantes sao: Tipo I (convencional), Tipo IT e alta T¢

e existem diferengas importantes entre supercondutor e condutor ideal. O efeito Meissner-
Orchsenfeld demonstra se o material é realmente um supercondutor.(1933)

e Aplicagoes: magnetos supercondutores produzem campos magnéticos muito fortes, que
sdo utilizados em equipamentos de MRI (Magnetic Resonance Imaging) ¢ NMR (Nu-
clear Magnetic Resonance), espectrometros de massa, como deflectores em aceladores de
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particulas; o efeito de tunelamento da supercorrente através da juncao supercondutor-
isolante-supercondutor, conhecido como efeito Josephson, é utilizado em aparelhos do
tipo SQUID (Superconducting Quantum Interference Devices), com os quais sdo produ-
zidos detetores ultrasensiveis para campos mgnaticos (empregrados em microscopios e
aparelhos de mapeamento do cérebro), detetores de fotons, termometros e bolémetros
de alta precisao; equipamentos de poténcia como motores, transformadores e levitacao
magnética.

11.6.2 Efeito Meissner-Orchsenfeld

O efeito Meissener-Orchsenfeld, esquematizado na Figura 11.8, mostra claramente a diferenca
fundamental entre um condutor ideal e um supercondutor. Quando um material sofre a tran-
si¢do de fase, do estado normal para o estado supercondutor (7" < T), ele expulsa espontanea-
mente o campo magnético de seu interior. O efeito Meissner era inesperado na época de Ounes
e demorou 20 anos para ser descoberto. Este efeito nao é observado no condutor ideal.

Consideremos o lado esquerdo da Figura 11.8, se o campo magnético é aplicado ao condutor
ideal correntes de indugao vao surgir e o campo nao penetrard em seu interior. Tais correntes
de inducao sao descritas pela equacao

VXE= _B_B . (11.35)
ot
De outro modo, se o campo externo é desligado, as correntes induzidas no condutor ideal vao
aprisionar o campo magnético em seu interior.

No caso do supercondutor, lado direito da Figura, a transicao para o estado supercondutor
faz diminuir a energia livre do sistema, na temperatura critica o sistema torna-se instavel e
para T < T, é mais favoravel expelir o campo magnético a ocorrer a transicao de fase para
o estado supercondutor. O campo magnético tende a destruir o estado supercondutor, assim
nao ha coexisténcia de ambos, rigorosamente falando para os supercondutores convencionais
do tipo I.

O efeito Meissner pode ter muitas aplicagoes praticas no futuro, incluindo levitacao mag-
nética.

11.6.3 Equacoes de London para a Supercondutividade

Em 1953 os irmaos F. London e H. London apresentam um modelo fenomenologico classico
para descrever os comportamentos mais caracteristicos dos supercondutores: a auséncia de
resisténcia elétrica e o efeito Meissner. Para descrever um supercondutor, devemos modificar
equacoes de Maxwell para os meios continuos. Para um condutor normal na presenca de um
campo E estatico temos, pelo modelo de Drude

.om
mv+ —v =—ck ,
T

onde a velocidade de arrasto pode ser definida como vy = —(e7/m)E. Para um condutor ideal
T — 00, de maneira que ficamos com mv = —eE. Definimos a supercorrente (ou corrente
persistente) como j, = —env. Portanto,

dj e*n

9s _ g (11.36)

dt  m
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Figura 11.8: Comportamento de um condutor ideal (lado esquerdo) e de um supercondutor (lado
direito) na presenca de campos magnréticos externos, a medida que a temperatura decresce. Somente
o supercondutor apresenta o efeito Meissner. Note que no interior do superconductor B = 0 sempre,
independente do processo.

é a promeira equacao de London, que descreve um condutor ideal. A corrente j, é produzida
pelos portadores intrinsecos do supercondutor, nao é uma corrente externa. Reescrevemos essa
equacao como

dj Zn
Ws _ Is"sp (11.37)
dt Mg
onde gs é a carga do portador, ng é sua densidade volumétrica e m, sua massa. Por exemplo,
no caso da supercondutividade BCS, temos ¢, = —2e (par de Cooper), n, = §, my = 2me.

No entanto, as propriedades de um material superconductor nao podem ser descritas ape-
nas levando-se em conta o fato da resistividade nula nas equacoes de Maxwell. Continuando
com a derivacao de London, utilizamos as equacoes de Maxwell e escrevemos para a corrente
persistente

0B

E = -2

V x 5

ms djs| 0B

VX [qn ﬂ T
9| ms Vxjs+B| =0
ot | ¢?ns Js -

A equagdo (11.38) mostra que o termo entre colchetes deve se conservar, portanto deve ser
igual a uma constante. Neste ponto as propriedades do material supercondutor sao incluidas
na teoria de maneira ad-hoc: sera levado em conta que o campo B é sempre nulo em seu
interior, assim como a supercorrente j,, com excecao de uma fina camada na superficie do
material. Desta maneira, obtemos
gn
VXxjs=—"2"B (11.38)
S
que é denominada 2% equacao de London. Note que para B = 0 temos V X j; = 0, que indica a
também a auséncia de turbuléncia. O efeito Meissner mostra que no interior de um condutor
ideal o campo B nao é sempre nulo.
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Aproveitamos para definir o parametro A = m,/(n,q?), tal que as Equagoes combinadas de
Maxwell-London assumem a forma
djs
E = \— 11.39

B = —\V xj, (11.40)

Da equacao de Ampére no regime quasi-estacionério, caso em que efeitos retardados produ-
zidos por €g0E /0t podem ser desprezados, obtemos

VxB = pojs (11.41)
Vx(VxB) = uV xjs
Vx(V-B)-VB = 0
i) A
=0
VQB—%B = 0. (11.42)

Podemos obter, no caso de correntes estacionérias, uma equacao similar para j,

V xj, = —_TlB (11.43)
Vx(Vxjs) = ;VXB
V- (Vi) -V, = _71;08
=0
VQJS—%S = 0. (11.44)

Note que js inclui as correntes de magnetizacao.j,; = V X M. Em resumo, esta corrente j, ¢
constituida por js = j, + ja, € a resposta nao a causa como em V x H = j,. Mas no regime
quasi-estatico OP /0t = j, < jm € 00E/0t < jo. Portanto js ~ ju.

A situacao é simples para o caso de um plano supercondutor semi-infinito, com interface no
plano z = 0. Do lado de fora, consideremos a existéncia de um campo externo H = poB, onde
B = (B,,0,0) é quasi-estatico. No supercondutor B = (B,(z),0,0). Da condi¢ao de contorno
(Hy — Hy) X 1 = ks, escrevemos AH X 1 = ks = ks = ks(2)7 € js = js(2)7

Assim as equacOes para esse problema ficam a forma

0? L
g_g_og_. L p Hp _
VB T2 A
2 Mo o O pos
v.]s )\Js—o—>az2]s )\]3—0
com as solucoes
Ho —z
By(2) = By(0) exp l— TZ] = By(0) exp lf]
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O parametro A é denominado comprimento de penetracao de London
myg

HoTls qg

A= (11.45)

No estado supercondutor A ~ 3004, assumindo que cada dtomo do material contribui com um
elétron para a supercorrente, e B = 0 dentro da amostra. Se a densidade de particulas no
estado supercondutor tende a zero (em T¢) o comprimento A diverge.

11.6.4 Quantizagao do Fluxo magnético

Consideremos um anel supercondutor, através do qual passam as linhas de um campo externo
B..: € que também ¢é percorrido por uma supercorrente js. Pela 2¢ equacao de London temos

2
anS
Bauto = Bauto - B
ms q Ns

vxjs:_ VXJS,

onde B, ¢ 0 campo produzido pela supercorrente j,. O fluxo total de linhas de campo
B = B, + B que atravessam o anel é

¢ = /Bext dS - / Bauto dS (1146)
S S
= / [ Vxj s (11.47)
S

:(/waws+%s%hm (11.48)
- { } (11.49)

Mas j = ngqsvs, entao

| 1
¢ = ]{ [A + T—J] dl = —j{[msvs +qAldl= — j{Hdl (11.50)
c qsns ds Jc 4s Jc

sendo que II = p + ¢A é o momento generalizado de uma particula na presenga de um campo
B. Aplicando a regra de quantizacao de Bohr-Sommerfeld

1 Nh
_ —fndl _ A (11.51)
C s
com N inteiro e h = constante de Planck. Apés a quantizacao escrevemos, de modo geral,
h
on = N— (11.52)
e para a supercondutividade BCS
h
on =N = Ndo (11.53)
e
com h
Go =5 2 1077G - em? . (11.54)
e

A quantizagao do fluxo de campo magnético foi observado em 1961 por B. S. Deaver e W.
M. Fairbank (ver Figura 11.9) e, independentemente, por R. Doll e M. Nabauer.
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Figura 11.9: Linhas de campo aprisionadas em um cilindro supercondutor, em fungao do campo
magneético externo H, para temperaturas abaixo da temperatura critica. (Phys. Rev. Lett. 7, 43,
1961).

11.6.5 Comparagao com o monopolo magnético.

Assumindo a existéncia de monopolos magnéticos p,,, € de correntes j,, = ng,,v de monopolos
magnéticos, as equacoes de Maxwell poderiam ser reescritas na forma

V.-D = p, (11.55)
V-B = pn (11.56)
oD
H = j — 11.
V x Je + 5 (11.57)
0B
_ E = j - 11.
V x in+ > (11.58)

Da eq. (11.56), temos para o campo B produzido por um monopolo magnético

L gm
B(r) = —— 11.59
(r)=-" (11.59)
e o correspondente fluxo de linhas de campo, ¢y = ¢,,. Utilizando o resultado da quantizacao

da carga de Dirac,

de gm N
= — 11.60
Arh 27 ( )
com N =0,1,2,.... Portanto, para g. = e, escrevemos
47thN
m = 11.61
q » (11.61)

e voltamos a obter para o quantum de fluxo magnético, que neste caso corresponde ao fluxo
produzido pelas linhas de campo do monopolo magnético,

Po = Gm =~ (11.62)

Diferentemente de (11.54), nesse caso o portador de carga elétrica tem carga |gs| = e.



Capitulo 12

Equacoes de onda de Maxwell

12.1 Contribuicoes de Maxwell

Durante a primeira metade do século XIX a construgao de uma teoria eletromagnética avancou
bastante, gracas as contribuicoes de Ampére e Faraday, entre outros. A conexao entre os
campos elétrico e magnético foi claramente estabelecida por Faraday. Os avancos matematicos
no campo do calculo diferencial tornou possivel estabelecer equacoes macroscopicas em forma
diferencial (local).

As equagoes do eletromagnatismo, antes de Maxwell, eram escritas na forma diferencial

vV.E = ”
€0
V-B = 0
VXxB = poj
0B
E = _ 22
V X 5

Juntamente com a Equacao de Lorentz que descreve a forca que atua em particulas carregadas
por acao dos campos elétrico e magnético

F=¢E+qvxB

Ao representar os campos eletromagnéticos na forma de equagoes diferenciais, Maxwell
percebe uma inconcisténcia na Equacao de Ampére, V x B = g j. Aplicando o operador
divergente a ambos os lados desta equagao, V- (V x B) = g V - j, seu lado esquerdo é sempre
nulo pois V.(V x B) = 0 para qualquer campo vetorial, mas o lado direito satisfaz a equacao
de continuidade

dp

ot
O resultado V-j = 0 é valido apenas para correntes estaciondrias, as quais sao responsaveis

pelos campos magnetotasticos. Maxwell percebeu que é possivel resolver tal inconsisténcia com
auxilio da Lei de Gauss, pois p = £¢(V - E). Para isso fazemos

V-j= (12.1)

0 OE
V-j —V-E=V.-(j —) =0 12.2
J T com, (J+508t) (12.2)
Portanto a conservacao de carga é consistente com a equacao de Ampeére se fazemos
OE

163
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para obter a Equacao de Ampére-Maxwell, que no vacuo se escreve como

OE

B = (i i
V x MO(J+€08t)

(12.4)

O termo 50%—E ¢ denominado corrente de deslocamento. Esta modificacdo torna a Eq. (12.4)
similar & equagao de Faraday, com excecao das fontes de campo. Os monopolos magnéticos
podem ser incluidos nas Equacoes do eletromagnético mediante um ajuste nas unidades de
carga. (vide Jackson, cap.1)

oE
o=

ot

¢ normalmente muito pequena quando comparada com j = oE.

Para baixas frequéncias, w < microondas,

< |j| ou seja, a corrente de deslocamento

12.1.1 Equagoes de Maxwell

Com as equagbes para os campos E e B obtidas até entao temos 6 grandezas fisicas (E,, E,, E,), (B,, By, B.)
e 4 equacoes vetoriais. Podemos condensar ainda mais tais equacoes, numa forma elegante, que
utiliza o campo escalar ¢(r) e o campo vetorial A(r).

1. Para tanto, iniciamos com a equacao V-B= 0, que nos permite introduzir o potencial
vetor A, tal que B = V x A, pois V- (V x v) = 0. Temos, ainda, a liberdade para
escrever A — A + Vy, onde x(r) é um campo escalar qualquer, pois V x (Vx) = 0.

2. Da equacao de Faraday

0B
E=_—
V x T
e do item 1 obtemos
0 0A
E=—-——(VXA)=-VXx(—
VXE=—o(VxA)=-Vx (=),
tal que
0A
E+— | =0 12.5
V x ( + 875) (12.5)
Portanto podemos definir o campo escalar ¢(r)
0A
E+—=- 12.6
+ o= Vo, (12.6)
com o sinal "-", pois no caso estatico E = —V¢.

Temos, finalmente, uma relacao geral entre campos E e B e os potenciais ¢ e A

E = —V¢— — (12.7)
B = VxA. (12.8)
Devemos notar que, diferentemente do caso estatico, aqui os campos ¢ e A estao acopla-

dos. Para determinar E, em geral, precisamos de ¢ e A, mas as equacoes acima nao sao
suficientes para determinar ¢ e A, pois temos ¢, A;, A, e A, e apenas duas equagoes.
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Podemos fixar ¢ e A usando equagdes de Calibre (Gauge). De maneira geral, os
campos E e B nao se alteram se fazemos

0
A—A=A+Vy e ¢—>¢’:¢—a—>;, (12.9)
pois
VxA" = VxA=B (12.10)
. OA OA
V¢~ = Vo= =E. (12.11)

Portanto, podemos escolher o calibre, isto é, a expressao matematica para ¢ e A que é
mais apropriada para cada problema, desde que em acordo com (12.9).

Particularmente, o calibre de Coulomb (V - A = 0), também chamado de transverso, é
particularmente 1til na eletrostatica. Embora este também possa ser usado para se obter

equacoes de onda, as equacoes obtidas, entdo, nao ficam na forma candnica. A escolha
do calibre sera feita adiante.

3. Prosseguimos com as equacoes que envolvem as fontes. Utilizando os resultados de 2 em
vE="
€0

obtemos

A
v{—vgb—%—t] G

€o
9 P
J— 2 [ [ g—
V¢ 8t(v'A) - (12.12)

Notemos que no caso de campos dinamicos ¢ e A dependem da distribuicao de carga,
isso nao ocorre na eletrostatica.

4. Agora partindo da equacao de Ampére
OE j

2y g OB _J 12.1
c“V x o = o (12.13)

com eopy = —, aplicamos os resultados de 1 e 2 para obtermos
c

0 0A J
2 A)— —[— - == 12.14
c’V x (Vx A) 8t[ Vo 875] = ( )
Utilizando a identidade vetorial
Vx(VxA)=V(V-A)-— VA | (12.15)
podemos escrever
0 0’A j
292 2 ) o9 oA _J
VA + V(V A)+atv¢+ 5 o
10 1 0’A J
A — A — ——. ——_——_— =
\Y V(V-A) 25 Vo 290 e
1 0%A 1 0¢
24 L0 A L0y
VA 20 VAV.A + 27 o]

[PA —-VL = —puj, (12.16)
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1 02

onde [0? = V2 — EET é o operador D’alembertiano e L representa o calibre de Lorentz
1 8gz5
L=V.A
T 2ot

No Calibre de Coulomb temos V.A = 0, simplismente desacoplando ¢ de A, que fornece

. . P cA ,
imediatamente V2¢ = -—, mesmo para os campos dinamicos. A desvantagem é que a
€

0
equacao para A fica muito complicada e assimétrica

1 92A 96
2 - =
VA 2 Hoj —|— V <8t> . (12.17)

A seguir verificamos a consisténcia do calibre de Lorentz. No Calibre de Lorentz (ou
Lorenz) temos

1 0¢

V-A= 2 (12.18)
Este calible deve manter os campos E e B invariantes se fazemos
A—A+Vxy e ¢p— ¢— ((;—1(
Substituindo os novos campos na Equacao de calibre verificamos que
VAV = —ald- A
V.A+V = —0—12% + 0—12(22?
_(V A+%%) = V%(—éa;—t);:()

Portanto, no calibre de Lorentz o campo escalar y deve satisfazer uma equacgao de onda.
Em comparacao, no calibre de Coulomb temos VA = VA’ = 0 que implica na equacao
de Laplace V?y = 0 em todo o espaco, onde x constante é solucao.

5. Agora podemos escolher o calibre mais apropriado para os potenciais de ¢ e A. Tomando
10

o calibre calibre de Lorentz, V- A = — EiETE , desacoplamos as equagoes para ¢ e A e as
tornamos simétricas, ou seja, obtemos
1 9’A
VA — = = —uj
2 o HoJ
1 0?
vig- 100 0
c2 Ot? €0

Essa, no entanto, nao foi a opcao feita por Maxwell que preferiu escrever A na forma
circuitiva, isto é, V- A = 0, no calibre de Coulomb (ou transverso).

As mesmas equacoes para E e B sao:

1 0°E dj )
2E _ - = _ —J 1
v c? ot? +'u08t v (50)
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1 9°B )
V2B — gﬁ = —[L()V xXJ
N 1 0*°A ) )
basta fazer V x {V?A — — 5z —ppj} e levar em conta que os operadores Vx e V
c

comutam.
Mas o calibre de Lorentz determina que

1 0¢
A_ _—— =
VA + 27 0

Entao, para que os novos campos A’ e ¢ mantenham os campos E e B inalterados
devemos ter para y

1 02
VZix — _28_;2( = 0 (esta equacao define as possiveis transformagoes de gauge)
c

ou seja, o campo "auxiliar"y também deve satisfazer uma equacao de onda.

12.1.2 Ondas EM no vacuo

Temos as seguintes equacoes para os potenciais, longe das fontes de campo:

1 0’°A
2A - = = = 12.1
v 2 Ot? 0 (12.19)
1 0%¢
p—=—— = 0. 12.20
Vi~ 5o (12.20)
Primeiramente para o potencial vetor A, fazemos
1 0’A
A—-——| =0
V x [V 2 }
V3V x A) — ia—2(v xA) = 0
c ot? N
1 0°B
2B o= _
v c2 Ot? 0
Para o campo elétrico, tomamos a Eq. de Faraday
VXE:—%—]? — VX(VXE)I-%(VXB)
mas V X (V x E) =V(V-E) — V2E | tal que, na auséncia de fontes p = j = 0, obtemos
0 [10E
V(V-E)—-VE=—— |5 —
( ) ot Lz 8t}
2
V’E — LIE

2 Ot?
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No calibre de Coulomb as equacoes de onda para os potenciais ficam na forma

0*A 0
VQA — /LQ&“OW = —Moj + /Logov (af) (1221)
Vi = —Eﬁ (12.22)
0

12.1.3 Potenciais Retardados

Podemos mostrar que os potenciais ¢(r,t) e A(r,t) que satisfazem as equacoes de onda devem
ter a forma geral

I (12.23)
r = .
’ dreg ) |r— r’|
Ay = Mo (160 (12.24)
’ 4 ) Jr—r|
com ) »
pop, =g P R (12.25)
c c
representando o tempo retardado pelo fator R /c. Note que
0 0
— = — 12.26
o ot’ ( )

pois t' =t —R/ce R = |r — 1| ndo depende do tempo.
Substituindo o potencial retardado (12.30) para ¢(r,t) na equagao de onda, come¢amos com

1 1 1
t) = "= — || aV’ 12.2
Vo) = oo [ Vo) 409 ()] v (12.27)
e Dp(t’, 1) 1 1
pr - . . 5
Vo't —Vt =|— R=-pR 12.28
plr', 1) = —> (C)pV PR (12.28)
0 0
levando em conta que a—z = a—f = p , e também
1 R
v (ﬁ) - TR

Entao, ficamos com

av' . (12.29)

Em seguida, calculamos

Vio(r,t) = 47350 / {—% [% (Vi) +5V (%)] - [% (Vo) +pV <%>
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mas 1 1
Vp=-—p VR = —Eﬁfz (12.31)
R 1 R -
A ) = 12.32
\Y (R) oV <R2> 4n(R) (12.32)

Substituindo os resultados acima na equacao (12.30)

. -
V2(r,t) = e / [C—Q%—ma(n)} av’

1o*[ 1 p(r',t) 1
. - ) d A /tl _ /d /
c? Ot? |:47T€0 lr — /| V] /p(r, Jo(r —x)dv

€0

1 0? 1
2 - .
Vv ¢<r7 t) - 02 atg (I‘,t) 50p(r’t) :

Note que a integral sobre §(r — r’) resulta também em ¢ = ', de maneira que ficamos com

19%(rt)  plrt)

V2¢(r,t)

O mesmo pode ser feito para A(r,t).



Capitulo 13

Funcao dielétrica: Dielétricos, Condutores

e Plasmas

ge=eg'+ig" (‘

dipolar T @

S

electronic

atomic

|1
10° 10° 1012 1010
[microwave |infrared [vis [Uv |

Frequency in Hz

Figura 13.1: Respostas dielétricas: ilustracao esquemética de varios mecanismos de polarizagao
(polarizabilidades) e suas frequéncias caracteristicas.

13.1 Modelo para ¢(w) em dielétricos

13.1.1 Caso Estatico.

Consideremos um modelo simples de polarizagao eletronica em que as cargas estao ligadas por

um potencial harmoénico

F = —mwjr .

170
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—_—= |k

Figura 13.2: Deformacao da densidade eletronica do gas nobre devido a presenga de um campo
elétrico E.

Na presenca de um campo elétrico estatico, as cargas sao deslocadas da posicao original de
equilibrio, assumindo a nova posicao de equilibrio, dada por

2 —
mwyre, = ek .

A nova distribuicao assimétrica de cargas gera um momento dipolar

62

Pmol = €Yeq = m—fu]gE . (131)

Para esse modelo microscopico simplificado podemos definir a polorizabilidade molecular

< Pmol > - 62

Tmol = (13.2)

e, E mwae,

que apesar de sua simplicidade, descreve qualitativamente bem o efeito de polarizabilidade
molecular. Generalizando o resultado (13.2) para um sistema heterogéneo

1 e?
Ymol = — E 5 -
g, 7 mjw;

Por outro lado, também podemos obter a polarizabilidade molecular por meio da equacao
constitutiva

(13.3)

< Pmol >= 6O'YmDZ:Elocal )

NYmol 3 5/50—1)
o Ymat S (ST 13.4
T T Ny ™ N(5/50+2 (13.4)

de onde se obtém

A utilizagao das equagoes (13.3) e (13.4) torna possivel a analise dos modelos microscopicos a
partir do dados experimentais obtidos em amostras macroscopicas.

—> Como exemplo, podemos desenvolver um modelo simples para wg, no caso da polariza-
bilidade atomica de um gés nobre. Note que outros mecanismos de polarizagao existem além
desse, tais como a polarizabilidade elastica (que da origem aos efeitos piezoelétrico e ferroelé-
trico) e a rotacional que ocorre em liquidos.

Consideremos um atomo de simetria esférica, por exemplo um géas nobre. Na presenca de
um campo elétrico a niivem eletronica é polarizada, como mostra a Figura 13.2



atualizado em June 19, 2013 172

A forca restauradora entre as cargas pode ser aproximada por uma forca Coulombiana
efetiva

1 g4 qe—f 5 2
= — d = mewyd 13.5
Ame, d? et (13.5)
on 4 Ze 4 d?
ef _ CZadd = —Z€ Zadd = el
Ty T 3T T TR

onde R ¢é o raio atomico (R > d). Para esse modelo, a frequéncia de ressonancia da nivem
eletronica ¢ aproximadamente

2 _ (26)2

wh (13.6)

 4me,m R3
Aplicando a Eq. (13.6) ao atomo de hidrogénio obtemos wy ~ 10'® s7!. Comparando o
resultado com as frequéncias correspondentes ao espectro visivel (4,3 x 10 - 7,5 x 10 s71) e
com a regiao do ultravioleta (7,5x 10 - 3x 1017 s71), podemos concluir que esse mecanismo de
efeito de polarizabilidade é excitado por ondas eletromagnéticas de alta energia. No entanto,
a frequéncia de ressonancia diminui rapidamente com o aumento do tamanho do atomo, ou

molécula. <=

13.1.2 Caso dinamico s(w)

Consideremos o campo E, gerado por uma onda EM, do tipo
E(r,t) = R{E; e'® D} =R {(E, ) ™} . (13.7)

Podemos assumir, na maioria dos casos com boa aproximagcao, que o elétron sente a presenca de
um campo homogéneo que varia apenas no tempo. Para justificar a aproximacao, escrevemos
para o deslocamento d. = v.T' = 27(v./w), onde v, é a velocidade do elétron. O comprimento
de onda do campo é A\ = 27/k = 27 (c/w), onde ¢ é a velocidade da luz. Portanto

e Cnd <. (13.8)
w w

A equacao de movimento classica para o elétron, na representacao complexa, é

E )
P4 yi 4wz = €20 —iut , (13.9)
m

onde z é um nimero complexo. A solucao estacionaria da equagao acima é

€E0

z(t) = o o e " = A(w) e™™" | (13.10)
eEy wi — w?

Re[A(w)] = m w2 —w?)? £ 0] (13.11)

ImfA(w)] = 2 wy (13.12)

m [(wg — w?)? +wy?]
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Figura 13.3: Parte real Ag(w) e parte imaginaria A;(w) da amplitude.

A amplitude A(w) ¢ um nimero complexo que representa a resposta do material a excitagao
provocada pelo campo AC

eEy (wi —w?) + iyw
m [(w§ —w?)* + 7w’

Aw) =

(13.13)

A solugao com sentido fisico esté na parte real de (13.10)

eEO 1
m [(wg — w?)? +7%w?]

Re[z(t)] = {(w§ — w?) cos(wt) +yw sin(wt)} .

Portanto separamos a resposta do elétron em uma parte que estd em fase com o campo AC e

outra que estd em oposicao de fase. Temos as duas componentes ilustradas na Figura 13.3.
Podemos escrever a polarizabilidade molecular, v, (w), como

e? (wi —w?) +iyw

m [(w§ — w?)? +7*w?]

< Pmol >= GA(U}) = EO = Z':orymolE )

tal que

e (wE—w?) +iyw

Tmol = .
me, [(w§ — w?)? + y?w?]

Se temos N dipolos por unidade de volume, a polarizagao macroscopica é
P=Nc< Pmol >= goN’ymolE = 6()X6E s
com Xe(w) = Nymor(w) e e(w) = &,(1 + xe(w)).

Portanto

e(w) Ne? (w% —w?) + yw
=1+ 2 2\2 2,21 °
€ mgo[(w()_w) +7w]

(13.14)

Generalizando o resultado acima, para o caso em que ha f; elétrons (de valéncia) por atomo

(ou molécula) ficamos com

e(w) 4 Ne? Zf (wj2 —w?) + iy w,
B me, ~ " [

& (w? — w?)?2 +2w?]

(13.15)
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Figura 13.4: Parte real ¢, (w) e parte imaginaria ¢,(w) da constante dielétrica de polarizacao.

Temos, entdo, para a parte real e para a parte imaginaria (Figura 13.4)

Ne? w? — w?
ep(w) = ao+—§ fi 2 (13.16)
m 2 P Tw? w1 o]
Ne? YW,
e(w) = —> f ] . (13.17)
w2 T ]

Consideremos o comportamento de £(w) proximo a uma ressonancia. Note que €, (w) é ge-
ralmente positivo ! e relevante apenas proximo a w,, nesse caso temos uma absor¢ao ressonante.
Na ressonancia )

Ne® 1
M (1) o e —— (13.18)
m ywy

Perto da ressonancia e com |w — wy| << wp, podemos fazer
(wa — w?) = (wy — w)(we +w) = (wy — w) (W — w + 2w) ~ (we — w) 2w

que resulta na expressdo aproximada para ¢, (w)

. . (13.19)
4w, — w)® + 1}

w) = /2, Eq. (13.18), devemos impor a

Para calcular a largura a meia altura, eme%(

seguinte igualdade ao denominador de (13.19)

4(w, — w)?
0—2_‘_1:27
g

que tem por rafzes w = wy + /2. Portanto, a largura total do pico ¢, (w) é 7, como ilustra a
Figura 13.5. O parametro 7 representa o efeito de dissipacao de energia que atua no movimento
das cargas ligadas.

'Podemos ainda ter ¢, < 0 para meios ativos. Nesse caso o meio d4 energia ao campo e temos a emissao
estimulada , que ocorre em lasers.
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Figura 13.5: Relagao entre largura e altura do pico ¢,.

13.1.3 Parametros Opticos

Em seguida relacionamos a funcao resposta e(w) = €, (w) + ie,(w) com os parametros 6pticos
que caracterizam um meio dielétrico. O indice de refragdo pode ser definido por n = ¢/v, com

c=1/\/le,, v=1/\/uc e n = /i, &,. Portanto

2 _ _HE
HoEq

n = UpEr -

Por ser o caso mais comum, vamos considerar um meio nao magnético, yu = pg. O indice de
refracao complexo, n, é dado por

n?(w) = n=n+iK comn e K reais

i = e, (w) +ic,(w) = n® — K* + 2inK

Igualando os termos reais e imaginarios entre si

n—K?* = ¢
2nK = ¢

e resolvendo para n e K, obtemos

1 £ £\
n? = 5[%4“/53%4”7? :?R (6—1) +1+1 (13.20)

R

| 2
/ g g
R

Para descrever a propagacao de uma onda plana no meio dielétrico

K?* =

N | —

E(z,t) = Egexp [z(fm — wt)] ,

utilizamos o vetor de onda complexo k

h=L =" i)Y (13.22)
v C C
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Ficamos entao com

E(z,t) = Egexp z(l%x — wt)} = Egexp [z (ﬁ%x - wtﬂ
= Epexp i ((n + ZK)%I - wt)] (13.23)
= Epexp _—K%x] exp [z(n%x - wt)} (13.24)
= Ejexp —%} gikz—wt) (13.25)
onde c
- (13.26)

é o fator de penetragao (ou coeficiente de atenuagao) e k = 2w/ = nw/c é o vetor de onda no
material.

13.1.4 Modelo de Drude e Condutividade AC em Metais

Paul Drude (1863-1906) realizou um trabalho pioneiro e fundamental relacionando as proprie-
dades Opticas dos metais a Teoria Eletromagnética de Maxwell. Drude iniciou suas pesquisas
na época em que Heinrich Hertz publicava seus estudos e experimentos sobre a teoria eletro-
magnética, época em que as teorias de Maxwell estavam se difundindo na Alemanha. Seus
trabalhos tratavam da medicao de constantes Opticas de diversos cristais, da relacao entre as
propriedades elétricas e Opticas dos sélidos, e do desenvolvimento de modelos microscopicos
para as substancias. Em 1884, foi responsavel por introduzir o simbolo ¢, que utilizamos para
designar a velocidade da luz no vacuo. Em 1900 Paul Drude desenvolveu um modelo classico,
bastante geral e importante, para descrever as propriedades térmicas, elétricas e Opticas da
matéria. Em 1927 Arnold Sommerfeld aplicou a teoria quantica e a estatistica de Fermi-Dirac
ao modelo de Drude para os solidos, denominada teoria de Drude-Sommerfeld, que atualmente
ainda é utilizada para estudar os metais.

Consideremos inicialmente a condutividade AC em metais. Para isso escrevemos o campo
elétrico na forma

E(t) = /%{E(w) e " dw (13.27)

supondo que o campo E é homogéneo na regiao onde se encontra o elétron (no visivel A =

10° — 10* A).
A equacao de movimento para o elétron livre no metal é
d
m % = F(t) — mry(v)
d
m % —eE(t) — my(v) (13.28)

onde v = 1/7, 7 & o intervalo entre colisdes do elétron com imperfeigoes da rede cristalina ? e
(v) & a velocidade de arrasto do elétron. Estamos interessados nos modos naturais

v(w) =R{v(w)e ™} . (13.29)

20 parametro 7 corresponde aproximadamente ao tempo de relaxacdo no modelo de Drude, ou seja, ao
tempo que o sistema leva para voltar ao equilibrio ap6s o estimulo externo ser removido.
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Resolvendo a equagao de movimento no dominio das frequéncias, obtemos
—mw(v(w)) = —eE(w) — my(v(w)) . (13.30)

Escrevendo a densidade de corrente de cargas livres na forma j = ng(v), com ¢ = —e para o
elétron, e substituindo na Eq. (13.30), ficamos com

i i) = —eBlw) + ~j(w)
i) = " || B
jlw) = o(w)E(w) , (13.31)
onde ) )
o(w) = % L — iw] . (13.32)

é a condutividade complexa para cargas livres em campos AC.
Podemos reescrever o(w) em termos da condutividade para campos estaticos o,

O(M):n_eQ[ 1 }:ne%[ 1 ]

m |y —iw m |1 —wr

ow) = o {L} (13.33)

1 —wr

com

o, = (13.34)

A parte complexa da condutividade torna-se importante quando w 2 v (w 2 1/7), ela descreve
o movimento de cargas que estao fora de fase (atrasadas) em relagdo ao campo. Nesse regime
observa-se a impedancia intrinseca do meio metalico, por causa de efeitos capacitivos e indutivos
envolvendo o movimento das cargas livres. Como veremos, tais efeitos sao necessarios para que
o campo eletromagnéticos se propague de maneira ondulatéria nos metais. Quando w < 7y
temos um comportamento puramente resistivo para o metal, com o(w) — o, independente da
frequéncia do campo AC.

13.1.5 Propriedade Opticas dos Metais

Consideremos o caso tipico de um metal neutro e ndo magnético (u = o), sem a presenca de
cargas livres (p = 0). Nessas condigoes as equagoes de Maxwell tornam-se

V-D = 0 (13.35)

V-B = 0 (13.36)
OB

VxE = ——= (13.37)
D

VxH = j+a— (13.38)

ot
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Tomando o rotacional da equagao de Faraday para os campos harmonicos E(r) exp [—iwt] e
B(r) exp [—iwt], com B = poH para os materiais ndo magnéticos e V- E = ( para um material
homogéneo e neutro, obtemos

0
V X (V X E) = —a(v X IU()H)
0 0
—V?’E = —p—= |j+ =D
e substituindo j = ¢E vamos obter
OE 0?2
2 —
VE = o {U ot + (‘%QD]

V’E = [—z’wa — wzep"l] E

2

VZE = - lsﬁ"’l—l—

c2

. 2
ii} E=—— R, (13.39)
C

€, W

onde eP?! = gP? /g ¢ a constante dielétrica de polarizagao devido as cargas ligadas, e

ol ) = 7 () +

(13.40)

¢ a constante dielétrica total (efetiva) que inclui contribuigoes das cargas ligadas e do gas de
elétrons livres. Portanto, temos o indice de refracao associado a condutividade do material

io(w)]"?
n(w) = /etotal (w) = {53301 + L] . (13.41)

g,W

Quando el = 1 (P! = ¢,), isto é, longe das frequéncias de ressonancia, temos simplesmente
um plasma de elétrons livres, com

. 2 1
gfnotal = er(w) =14+ ZO'(IU) e U(U]) — E |: - 1 . (1342)
£,W m |y —iw

Substituindo a condutancia do géas de elétrons do metal em ¢, (w) obtemos

ne’ {_wﬂd] . (13.43)

g,mw | w? + 42

Regime Quasi-estatico

No regime resistivo w < v (wr < 1), a Equacao (13.43) é aproximadamente descrita por

2 : 2 1
er(w) ~ 1+ ne %:1+ineT
me,w vy m e,w
e(w) ~ 14020 (13.44)

EoW
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Além disso, se o metal € um bom condutor na frequéncia do campo AC incidente, ou seja,
0,/€, > w, temos aproximadamente

o (13.45)

Substituindo a constante dielétrica complexa (13.45) que se obtém nessas condi¢oes na
equagao (13.39)

2

g w

0 —
g,w €2

)

w?
VZE - Etotal E=—;
cz

vemos que o campo E obedece & uma equacao de difusao nos bons condutoresi. Nesse regime
quast-estatico

V2E + iwp,0,E = 0

E
VzE_“O”Oaa_t = 0. (13.46)

Portanto, nesse caso os metais nao devem permitir a propagagao de radiacao.

Regime Ondulatério

Quando a frequéncia do campo AC aumenta e atinge o regime w > v (w > 1/7), a constante
dielétrica efetiva do metal assume a forma (longe de ressonancias)

ne? 1 w?
gp(w) ~1— — = g(w)=1- -2, 13.47
) 1= 2 (w)=1- -2 (13.47
onde w, ¢ a frequéncia caracteristica de plasma do material

2

ne
wy = (13.48)

me,

A frequéncia de plasma demarca a separacao entre dois comportamentos distintos para
os campos AC nos metais. A Figura 13.6 ilustra uma curva tipica da parte real da funcao
dielétrica, €, (w), em metais.

£ (w) A

Figura 13.6: Curva tipica da parte real da funcao dielétrica, €, (w), em metais.
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o w<w, — e (w) <0
Nesse caso a equagao de onda (13.39) para o campo E torna-se

2

V2E+%5T(w)E =0
V°E — “’—2|€ (w)E = 0 (13.49)
S ler = 0. :

A solugao de (13.49) deve ser um campo E nao oscilante que decai com a distancia. O
metal nao permite propagacao de radiacao para w < w,

o w>w, — e (w) >0
Nesse caso a equagao de onda (13.39) para o campo E torna-se

2 w?
VE+§€T(w)E =0

2 w?
V*E + §|£T(w)]E = 0. (13.50)

A solugao de (13.49) deve ser um campo E oscilante. O metal comega a tornar-se trans-
parente para a frequéncia w > w,.

o w=uw, — e (w)=0
Nessa frequéncia o plasma eletronico oscila coletivamente em todo o material.

Portanto, de acordo com a teoria de Drude, os metais devem se tornar transparentes quando
w > w,. Podemos estimar o inicicio da transparéncia dos metais pela formula da frequéncia de
plasma w, = 2mv, = 2mwc/\,. Para os metais alcalinos

Ap(Drude)/nm | A\ (Exp)/nm
Li 150 200
Na 200 210
K 280 310
Rb 310 360
Cs 350 440

Para metais mais complexos o modelo de Drude nao funciona muito bem. Se v é pequena
podemos ter € com valores bastante negativos. Se v é grande € pode ser sempre positiva, em
decorréncia da equacio (13.43).

Oscilacoes de Plasma

As oscilagoes de plasma sao oscilagoes coletivas do gés de elétrons em metais, quanto quanti-
zadas tais excitacoes sao chamadas de plasmons.
Num sistema infinito (sem condigoes de fronteira), a frequéncia de plasma w, é a raiz da
equagdo de continuidade (conservagio) de carga para campos harménicos
dp

Vi=-2 (13.51)
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pois, substituindo

pr,t) = ?R{/p ‘“”tdw}
it = #{ / ir wtdw}
jr,w) = o(wE(r,w),

m (13.51) obtemos para as componentes harmonicas V(ocE) = dwp. Para o metal tipico
P! =~ ¢,. Utilizando a Eq. Diferencial de Gauss obtemos

ofw)

ol iwp =0 = p(w) [1 + zw] =0 = 1+ =0, (13.52)
€, E,W E,W
Substituindo
(w) 1 ne’r 1
w) =0, =
7 1 —awr m |1 —dwr
na equagao (13.52) obtemos
wir
l+i—"—" = 0
w (1 —iwT)
wr+iw—wir = 0, (13.53)
cujas raizes sao
—i+ \/ ) + 4 (w,T)’
d (13.54)

No regime em que w,7 > 1 (7 < w,), podemos snnphﬁcar a expressao acima e encontramos
as raizes

N+ 13.55
WA = Ew, ( )

Se substituimos essas frequéncias caracteristicas na expressao do campo AC temos

p(r,t) = po exp[ (kr—wt)]

p(r,t) = poe ¥ exp [ </<:r + w, )} : (13.56)

Portanto, perturbagoes na densidade de carga eletronica de equilibrio deverao oscilar com a
frequéncia de plasma e decair num tempo da ordem de 7, que é tempo de relaxacao no modelo
de Drude.

Temos as energias de plasmons em alguns materiais

hw, (eV)
Al 15
Na 6
Si | 16 — 17
Ge 16,5




Capitulo 14

Causalidade e Relacoes de Dispersao

14.1 Causalidade em sistemas de resposta linear

Consideremos duas grandezas fisicas dependentes do tempo

U(t) que desgina a causa
R(t) que designa o efeito .

Por exemplo, podemos ter:

e D é produzido pela presenca de cargas externas, V-D = p. O efeito causado pela presenca
de cargas externas ¢ a polarizacao do meio e o campo E no meio material.

e A polarizagao P é causada pelo campo E.

e H ¢ produzido pela presenca de correntes de cargas livres, V x H = j. O efeito causado
por esse campo externo é a magnetizacao do meio material.

Vamos, entdo, definir a transformada de Fourier para as grandezas U(t) e R(t) como

—iwt

dw e u(w)

v
R(t) = \/% /_ Zdw eI ()

Se U(t) e R(t) sao reais, os coeficientes de Fourier u(w) e r(w) devem satisfazer as relages de
cruzamento u(w) = u*(—w) e r(w) = r*(—w). Para verificar esse resultado consideramos U*(t)
e representamos essas grandezas por suas transformadas de Fourier. Se U(t) ¢ real temos

Ut) = U1
/_O; dw e”™u(w) = /_Z dw e*'u* (w)
- [ Cdete ) =)
-/ Z du e (—)

182
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Portanto u(w) = u*(—w). Este resultado é valido para a transformada de Fourier de qualquer
grandeza real. Tais relacoes sao chamadas relagoes de cruzamento e nos permitem escrever,
para U (t) real,

Ult) = \/% /0 dw e ™ u(w) + % /OOO dw e ™ u(w)

1 o :
— 27T/ /zwt w/)+ 27.‘-/0 dw e—zwtu(w)

w)e ™+ u*(w)e™dw .

b

Além disso, se a relacao entre causa e efeito for linear, devemos ter

al;, — aR;
pU; — PRy
OéU1+ﬁU1 I OCRl"’/BRQ .

A relacao linear mais geral que descreve as propriedades acima é expressa matematicamente
€omo

/dr/dtGrrtt)U(rt) (14.1)

A funcdo G(r,r’,t,t') conecta a causa U(r',t') com o efeito R(r,t). Portanto, para estudar
relages entre causa e efeito em sistemas lineares devemos determinar a funcao G(r,r’,t,t'),
também denominada propagador. Para um meio homogéneo, em que todas as posicoes
sao equivalentes, e estacionario, em que todos os tempos sao equivalentes, podemos fazer
G(r,r',t,t') = G(r—r',t—t"). A dependéncia do propagador nas coordenadas espago-temporais
indica que uma perturbacao, que atua no sistema em determinada posicao e instante, pode pro-
duzir efeitos em diferentes posicoes e ser observada em outros tempos. Em muitas situacoes
podemos fazer G(r —1r',t —t') = Go(r —r')d(t — t’), que implica na localidade espago-temporal
entre causa e efeito, tal que R(r,t) = GU(r,t). Essa aproximacao pode ser adotada quando as
escalas de tempo do observador sao muito maiores que o tempo de relaxagao do propagador.
Uma aproximac¢ao comum para sistemas moleculares é assumir o propagador é local no espaco,
mas nao no tempo, isto é, G(r — v/t — ') = G(t — t)é(r — 1') . Essa situagao é comum
em sistemas moleculares, nos quais o comprimento de onda da perturbacao é muito maior que
as dimensoes do sistema, ou que o livre caminho médio do elétron. Portanto, para um meio
homogéneo e isotropico, os efeitos produzidos por uma perturbacao local podem ser descritos

de maneira geral como o
R(t) :/ Gt —t\U(t)dt" . (14.2)

—00

Também podemos expressar o propagador pela transformada de Fourier

G(t) = % /OO dw e ™g(w) , (14.3)

cujos coeficientes sao dados por

/ G(t)e™dt . (14.4)

LComo foi feito na se¢io 13.1.2 para calcular &(
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Note que utilizaremos nos proximos céalculos, particularmente para G, a constante 1/27 entre
as transformadas (14.3) e (14.4). Assumindo uma relagao linear do tipo (14.2) entre causa e
efeito, temos a seguinte relacdo entre os respectivos coeficientes de Fourier r(w), u(w) e g(w).

r(w) = \/%/dt e R(t)
- \/%_ﬂ/dt e“"t/dt’ Gt —tU()
— (le)?’ / dt et / dt' U(t) / dw' e~ g(w')

1 oy 4+ 1 . /
= —— [d U duw' New't — [ dt ew—wig
5 / ( )/ w' g(w)e 3 / e 14

J/

6(wtw’)
1 -
= — [ dl U{t")g(w)e™
= [ @ U)ot
1 -
= g(w)—— [ dt’ U(t')e™
o)== [ ar v(e)
= g(w)u(w), (14.5)
ou seja, relagoes lineares que nao sao locais no tempo sao locais na frequéncia
r(w) = g(w)u(w) . (14.6)
Este resultado é conhecido como Teorema da Convolucao. Temos ainda
r(w)
g(w) = a(w) (14.7)
e, portanto,
g(w) = g"(-w) , (14.8)

se U(t) e R(t) sao reais.
Fazendo o caminho inverso, consideremos duas grandezas fisicas que estejam relacionadas
localmente no tempo pela Eq. (14.6), por exemplo

D(r,w) = e(w)E(r,w) . (14.9)

Mostraremos que essa relacao é expressa na forma de uma convolucao entre um propagador e
uma perturbacdo. Iniciamos reescrevendo a Eq. (14.9)

1 1 - ,
D(r,t) = —%/dw e(w) {_—27r /dt' e“”tE(r?t’)] et
- /dt’E(I‘,t,) QL /dw [8(w) — £ +50] eiw(t’—t) dw
T

1 o 1 I
= /dt/ E(I‘,t/) —/dw[e(w) —80] ezw(t t)dw+€0_/€zw(t —t) dw
2w \277

J/

5(t'—t)

_ /dt’ E(r,t) {50(5(t’ ) ;—;/dw FS:) - 1] e—iw(t—ﬂ)} ‘
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Definindo 7 =¢t —t' — ' =t — 7, temos

D(r,t) = g0 { E(r,1) +/OO dr E(r,t —7) %/dw (EM - 1) e | YV (14.10)

o T €o
a(r)
com o propagador
1 ,
G(r) = %/dw Xe(w) e ™7 . (14.11)
Por fim, obtemos a relagao
D(r,t) = ¢ {E(I‘,t) +/ dr G(1)E(r,t — 7')} : (14.12)

onde G(7) é, nesse caso, a transformada de fourier da susceptibilidade x.(w). A nao localidade
no tempo estd efetivamente restrita a intervalos da ordem de y=!, que é o tempo de relaxacao
de G(7). Se x. nao depende de w na regido espectral do campo externo, temos simplesmente

D(r,t) = goE(r, 1),

uma relacao instantanea entre D e E.

Vamos analisar as propriedades da fungdo G(7) = G(t — t'). Uma das propriedades mais
fundamentais é que, logicamente, devemos esperar que haja causalidade entre efeitos fisicos,
particularmente entre uma perturbacao e a resposta do meio. Portanto, de maneira geral,
devemos ter

=0 para 7<0 (t<t)
G<T>{7é0 para 7>0 (t>1)
Assim, invocando-se a causalidade [ dr — [ dr,
D(r,t) = gE(r,t) —1—/ G(r)E(r,t — 1) dr (14.13)
0
t
= gE(r,t) +/ G(t —t)E(r,t") dt’, (14.14)
com . .
g(gw) =1 +/ G(t) €™ dr =1 +/ Gt —t') et g’ (14.15)
0 0 —0o0

A expressao (14.14) é a relagao linear mais geral entre D e E, que seja local no espaco e causal.
Como D e E sao reais, verificamos que

A expressao para e(w) pode ser estendida ao plano complexo w = wg + tw; se escrevemos a
expressao (14.15) como

e(w)

=1 —|—/ G(T) e WIT ¢MWRT , (14.16)
€o 0
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onde wy > 0 e wy < 0 correspondem aos planos complexos superior e inferior, respectivamente.
A Eq. (14.16) garante que e(w) ¢ analitica no plano complexo superior, se G(7) for bem
comportado e finito para todo 7 > 0. Para w real (w; = 0) a fun¢do também seré analitica se
lim; ., G(7) = 0.

A permissividade dos dielétricos exemplifica essas propriedades. Se considerarmos a suscep-
tibilidade de um sistema de cargas ligadas com uma frequéncia de ressonancia wy e tempo de

relaxacao v~ !, temos
Ne? 1
e = ‘ . 14.17
Xe(w) m wi — w? —iyw ( )

Os polos de y.(w) sao dados pelas raizes da equagao

w? —iyw —wi =0,
que sao

2
w=—i Lt uwd— (1> . (14.18)

Figura 14.1: Polos da susceptibilidade x.(w), Eq. (14.17), para trés casos distintos.

Para o caso tipico, v>0, os polos encontram-se na metade inferior do plano complexo, como
mostra a figura 14.1. Podemos ter diferentes situagoes fisicas:

2

e caso a) dielétricos: w2 — (%) > (0, para o amortecimento sub-critico.
2 72 . .

e caso b) wi — <§> = (, para o amortecimento critico.

2
e Caso ¢) metais: w(z] — <%> < 0, para o super-amortecimento.

14.2 Relacao de Dispersao e Equacoes de Kramers-Kronig

De maneira muito geral, podemos estabelecer uma relagao entre as componentes real e ima-
ginaria das funcoes analiticas no plano complexo, as quais descrevem a resposta de sistemas
lineares sob a agao de perturbagoes (forgas) externas. O principcio da causalidade garante
a analiticidade das funcoes resposta no semi-plano complexo superior. Para obter tais relacoes
de dispersao usamos o Teorema Integral de Cauchy, que pode ser enunciado da seguinte forma:
se f(z) é analitica em um dominio simplesmente conexo D, entdo para todo caminho C contido
em D tem-se

féf(z) dz = 0. (14.19)
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Vamos exemplificar o caso para a susceptibilidade, mas os resultados que serao derivados a
seguir sao validos para quaisquer fungoes analiticas no plano complexo superior. Aplicando o
Teorema de Cauchy para

escrevemaos

w —w

!/
w
7{ X gy — g (14.20)
c
onde a representacdo de x(w) é estendida para o plano complexo, com a variavel de integracao
w’ definida sobre o caminho C, semi-circular de raio R — oo no plano complexo superior, como

estd mostrado na figura 14.2. Note que a integracao segue o sentido anti-horario.

(DI‘

/ R \

Figura 14.2: Caminho semi-circular de raio R — oo no plano complexo superior, o qual satisfaz
o Teorema de Cauchy (14.19) para fun¢oes resposta que obedecem o principio da causalidade.

Podemos dividir a integragao sobre C em dois trechos

fﬁ x(w) dw,_/_+°omdw/+/mwdw/_o, (14.21)

w—w o W —w w —w

Mas ao fazermos R — oo obtemos

/

im [ 22X g g (14.22)
R—oo [q w —w

Tanto em dielétricos, Eq. 14.17, quanto em metais, a susceptibilidade vai a zero quando w — oo

no eixo real. Por exemplo, na Eq. 14.17 temos

) Ne?
lim  x.(w)=— .
w—00 muw?
Do ponto de vista da fisica, podemos esperar que essa propriedade seja geral e valida, pois em
frequéncias muito acima das frequéncias de ressonancia os elétrons se comportam se estivessem
efetivamente livres e a amplitude de seu movimento é limitado apenas pela inércia. Entao a
integral sobre o semi-circulo superior é

/
2
hm/de/_}L‘R:o‘
i

R—oo o w' — w R3



atualizado em June 19, 2013 188

Assim, a integral de Cauchy torna-se uma integral sobre o eixo real wg
o0 /
/ M dw' =0 . (14.23)
oo W —w

Para evitar o polo em w’' = w fazemos um pequeno desvio circular de raio § — 0 em torno
desse ponto, pelo plano complexo superior, como mostra a Figura 14.3. Temos, portanto,

+o00 / +o0o ’ g
/ —X<w ) dw' = 73/ 2 duw' 4 lim _X,(w ) dw' =0
_ —w

w/_w 6—0 mw_w

“+o0o !
— 73/ X/(w) dw' —imx(w) =0,
o W —w

[e.9]

que fornece

+o0 /
1 x(w')
X( )— mP w—w dw' . (14.24)
W, §
— ey
o (DR

Figura 14.3: Caminho semi-circular de raio R — 0o no plano complexo superior que contorna
o polo em w’ = w, no eixo real, por desvio semi-circular de raio § — 0.

O pequeno desvio equivale a escrever

1 1 o
—w’—w—iézp(w’—w>_M5(w w)

onde o primeiro termo é a contribuicdo do valor principal ? e o segundo corresponde & contri-
buicao de semi-circulo infinitesimal.

O fator ¢ no denominador da Eq. (14.24) produz uma conexao entre a parte real da funcao
resposta, Y%, com sua parte imaginaria, %, e vice-versa, dando origem as seguintes relacoes
de dispersao

X (w) = —P/ w' (14.25)

w' —w

X (w) = ——P/ (W) dw' . (14.26)

w' —w

20 valor principal da integral deve ser entendido como

/ ()’ = tim = [ / " fusuydu + / :f(w,w’)dw’] .
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No entanto, na forma acima tais relacoes de dispersao nao tem utilidade pratica pois dependem
da funcdo y(w) em frequéncias negativas. Podemos reescrever as equagoes e levar em conta
apenas frequéncias positivas, para isso utilizamos o fato de que x(t—t') deve ser real e, portanto,
seus coeficientes de Fourier satisfazem x(—w) = x*(w) no plano complexo, com

l-w) = yRw) (14.27)
Vl—w) = —(w) . (14.28)

Utilizando a Eq. (14.28) em (14.25) obtemos

0 T ! oo T /
Flw) = = P/ X,(—w) du' + 77/ Nl CON (14.29)
T o W —w T 0

w —w

Fazendo a mudanca de variavel w" — —w' e utilizando a propriedade (14.28), ficamos com

1 00 ! 1 oo I(,
XR(w) — _73/ X( w) dw’+—73/ X (w) dw'
@ 0 0

—w' —w s w —w
1 OO A 1 1 /
= = d
WP/O X<w){w’+w+w’—w} v
2 o0 7 w/

Para yZ(w) obtemos, de modo anélogo,
2w * xR(w')
T !
=——7P ——— duw" . 14.31
X (w) s /0 w?—w?2 Y ( )
Entéo, podemos escrever para a permissividade e(w)/eg = 1 + x(w)

" (w)

—w

ef(w) _2?1” p/om {&‘Rg(;v‘") _1} L (14.33)

2 oo T / /
= =2 79/ e (W) L (14.32)
o ™ 0 €o w

€0 w/2 _ UJZ

As relagoes de dispersao (14.32) e (14.33), sao conhecidas como Equagoes de Kramers-Kronig.
Elas surgem como consequéncia do principio da causalidade. Sua aplicacao para a permissivi-
dade é apenas um caso particular, podemos ter, por exemplo, equacoes relacionando a parte
real do indice de refracao e o coeficiente de absorcao.

14.3 Refracao e Absorcao

Um meio é considerado dispersivo se a velocidade de fase v, = w/k (ou a parte real do indice
de refragdo) depende da frequéncia. Alternativamente, as Eqs. de Kramers-Kronig mostram
que um meio ¢é dispersivo somente se for também dissipativo em alguma regiao do espectro,
pois se a parte imaginaria da permissividade for nula teremos simplesmente e(w) = g¢, pela
Eq. (14.32).
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Definimos o indice de refracao complexo em materiais ndo magnéticos como n(w) = /e, (w) =
n(w)+iK(w) (mais detalhes na se¢ao 13.1.3). Portanto, o vetor de onda também torna-se uma

a(w)
2

, onde a(w) é o

grandeza complexa k(w) = %ﬁ(w) = %[n(w) +iK(w)] = B(w) + i

coeficiente de absor¢ao. No limite de altas frequéncias temos

lim n(w) = 1, (14.34)
lim a(w) = 0. (14.35)

Podemos utilizar relages de dispersao e relacionar n(w) e a(w) por meio de Equagoes de
Kramers-Kronig

Reli(w)] = n(w)=1 +§ P/oo % dw' (14.36)
Im[i(w)] = O‘;?C = —27“) 73/00o % dw' . (14.37)

Se o material absorve radiacao em uma estreita faixa do espectro podemos escrever para a
parte imaginaria eZ(w) = Ad(w — w,). Nesse caso teremos para a parte real de e%(w)

2 Auw,
R U (14.38)

2 _ 2
T W2 — W



Capitulo 15

Conservacao de energia e momento no
Eletromagnetismo

15.1 Conservacao de energia

15.1.1 Meios nao dispersivos

Vamos obter as equagoes de conservagao de energia a partir das equacoes de Maxwell no caso de
meios nao dissipativos e, em seguida vamos tratar o caso de meios lineares dissipativos. Partimos
das seguintes esquagoes de Maxwell e tomamos o produto escalar com E e B, respectivamente

0B 0B

E=-_—— —H- EY=H — 15.1
V x 5 (V x E) 5 (15.1)
oD 0D
VxH=j+— = E- (VxH)=j-E+E- — (15.2)
ot ot
Somando as equacoes e usando a identidade vetorial
V- (ExH)=-E-(VxH)+H-(VxXE),
obtemos 9D 9B
E-—+H - —+j-E=—-V-(ExH). 15.
8t+ at—f—_] V- (E x H) (15.3)

Podemos facilmente identificar cada um dos termos da Eq. (15.3) se tratamos de fontes no
vacuo, ou se o meio puder ser considerado nao dispersivo, isto é, se e(w) ~ £(0) e p(w) =~ ©(0)
na regiao de frequéncia dos campos. Nesse caso podemos assumir que €(t) e u(t) sdo constantes
e fazer a seguinte andalise. O trabalho necessario para gerar campos elétricos elétricos num meio
material nao dispersivo é dado por

1 1
Uel:—/ ueldV:—/E-DdV.
2 1% 2 1%

Oug 1 OE 1 oD oD

- -_D. _E-Z—==EF.Z2Z. 15.4
a2 a ot (15-4)
A energia necessaria para magnetizar e gerar correntes em um meio material é

1 1
Umag:—/ umagdvz—/B.Hdv,

Entao, se £(t) =0,

191
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donde obtemos de maneira analoga, se fi(t) = 0,
Oinag _gg OB
ot ot
Sendo assim, para os meios nao dispersivos a taxa de variacao da densidade de energia arma-
zenada no campo EM pode ser descrita por

QuEM . 8D 8B
o B TH G

O trabalho da for¢a de Lorentz, por unidade de tempo e volume, sobre as cargas livres é

(15.5)

(15.6)

Wimee = U frorents (15-7)
U (pE +j x B)
(p0) - E+ pv'- (U x B)

= (pv)-E+pB - (7 x7)

- j-E, (15.8)

onde p(r) = >, ¢d(r — ;) é a densidade de portadores. Note que o campo B néo realiza
trabalho sobre as cargas. Portanto

d d
/wmec dv = / Hmee g7 = S0, e (15.9)
b, L, dt dt

Por fim, o termo S = E x H, que aparece no lado direito da Eq. (15.3), chamado de vetor
de Poynting, representa a densidade de fluxo de energia do campo EM por unidade de area,
sua dimensao fisica é energia/(areaxtempo).

Podemos, entao, reescrever a Eq. (15.3) na forma de uma equagao local para a conservacao
de densidade de energia no processo de interacao radiacao-matéria que ocorre no volume )

8UEM

ot

Os termos a esquerda representam, respectivamente, densidade volumétrica do fluxo de energia
do campo EM e taxa de variagdo da densidade de energia do campo EM (no caso de meios nao
dispersivos). A direita temos a taxa de energia trocada entre radiacio e matéria (cargas livres).

Integrando a equacao local de continuidade (15.10) sobre o volume V e aplicando o teorema
da divergéncia, obtemos uma equacao de balanco energético para todo o sistema

V-S+

= —j-E. (15.10)

% (Ugat + Unee) = — f S-fdS . (15.11)
S

Nesse caso, em que temos as fontes no vicuo ou meios lineares nao dispersivos, é possivel
distinguir facilmente a contribuicdo devida as matéria e ao campo.

15.1.2 Dissipacao e ganho de energia em meios dispersivos

Vamos analisar de forma mais geral o que ocorre na interacao entre radiacao e matéria em
meios materiais dispersivos. Para isso partimos da equacao de balango energético

a campo a materia
_V.S= wat” + watt , (15.12)
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t=—0c f=+ce

Figura 15.1: Perfil de intensidade sobre uma regiao V produzido por um campo EM que se
propaga no tempo.

onde QUcgmpo/0t diz respeito exclusivamente a densidade de energia do campo EM, ndo neces-
sariamente como descrito na Eq. (15.6), e 0 outro termo, Oumateria/Ot esta associado & troca
de energia entre o campo e a matéria. Portanto uma generalizacao das Egs. (15.6) e (15.8).
Para analisar a resposta de um meio dissipativo e linear na presenca de um campo EM,
consideremos que um pulso EM se propaga da esquerda para a direita, sendo que o perfil de
sua intensidade numa regiao V do espago pode ser ilustrado pela Fig. (15.1); assumimos que
o campo se nula em ¢t — +00 na regiao V. Se integramos o fluxo de energia num ponto de V
durante todo o processo de interagao entre campo e matéria obtemos
+o0
+ Wmateria

—0o0

+oo
: (15.13)

—/ V - S(t) dt = Weampo

—0o0

Sendo assim, podemos classificar o meio de acordo com a troca de energia (trabalho) entre
campo e matéria. Em resumo temos:

AWpnateria =0, nao dispersivo
AIwmateria >0 5 dissipativo
AWpateria <0, ativo  (laser)

Utilizando a defini¢do dos campos D = ggE+P e H= B/pp — M nas Eqgs. (15.4) e (15.5)
temos

oD 0B oE 0P OH oM
pEEEey Ry TR {508t+8t]+ {“OatJr“Oat]
.. . OE OH
= {(+ip) - E+ju H}+E- {505} +H- {Mog]

2 2
= {(J'Jrjp)~E+jM~H}+2 [50|;3| + ”Ogﬂ 1 (15.14)

ot

awmateria 6rwcavmpo
= 15.15
ot ot ( )

onde definimos as correntes de polarizagao elétrica jp = 0P /0t e magnética jy = poOM/0t. A
equagao (15.14) descreve a energia armazenada exclusivamente nos campos elétrico e magnético,
descrito por Wegmpo- Ligado a0 termo wpqteria temos o trabalho do campo E sobre as cargas
livres e a energia de interagao entre campos e correntes de polarizacao e magnetizagao no meio
material.

De outro ponto de vista, isso ocorre nos sistemas dispersivos lineares porque o campo D(t)
depende instantaneamente do valor do campo E, mas também dos seus valores em tempos
passados

t

D(r,t) = e {E(r,t) +/ Xel(r,t—t’)E(r,t’)dt’)} :/ e(r,t —tE(r,t")dt' . (15.16)

— 00 —00

t
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Analogamente para o campo B. Podemos representar os campos por suas transformadas de
Fourier

E(r,t):/ E(r,w)e ™ dw

—00

B(r,1) = / B(r, w)e—"dw

—o0
onde E(r,w) e E(r, w) sdo campos complexos. Da hipotese de linearidade, Eq. (15.16), resultam
relacoes diretas para os campos complexos no dominio das frequéncias

D(r,w) = e(r,w)E(r,w) (15.17)
B(r,w) = p(r,w)H(r,w), (15.18)

com £(w) e p(w) também complexos. Por fim, os campos E(r,t) e B(r,t) devem ser reais,
portanto temos as relacoes de cruzamento

E(r,—w) = E*(r,w) (15.19)
B(r,—w) = B*(r,w). (15.20)

Voltemos aos termos de energia que dependem do campo elétrico

j E4+E-“C =E.- |j+ =

oD oD
ot ot |-

Passando para a representacao de Fourier e levando em conta que j(w) = o(w)E(w)

oD
1-E E. - — =
(J " 8t )materia

/ " B(w)e { / " o(u)B(u)e 5 / " gp(wf)E(wge—mdw,} _

/OO dw /OO dw' E(w)[o(w') —iw'ep(w')] E(w') e” @)t (15.21)

onde ¢ = gg+cp e ep(w) € a constante dielétrica de polarizagao para as cargas ligadas. Definindo
a constante dielétrica total, g4, (w), para todas as cargas do sistema

o(w') —iw'ep(w’) = —iw' {ap(w’) — %]
= —iw [mw’) T i"ff“]

/ /
— —iw,SO |:€P(w) +Za(w/):|
€0 EoW
= —iwlgtotal(w,) s (1522)

temos epta1(w) = €9 {sf(w) +1



atualizado em June 19, 2013 195

Portanto
oD o > / . / N —i(w+w’)t
j-E+ EE = dw dw' (—iw') ggorq(w') E(w) - E(w') e
materia —o0 —00
e, para o campo magnético

(H—) dw/ dw' (—iw') p(w') H(w) - H(w') e~ @)t
materia

— 00 o0

Voltamos para a equacao (15.13) que descreve a troca de energia entre a radiagdo EM e o
meio material

_ / V - S(t) dt = Awmateria

—00

AWpateria = /00 dw /OO dw' (—iw") {etota(w") E(w) - E(w") + p(w’) H(w) - H(w

—
—
\

|
] 8
)
Iy
T
+
g
=
QL
ILI

Utilizando a propriedade da funcao delta de Dirac
1 o0

— [ e = §(w+w') = w =~
2T

e as relacoes de cruzamento para os campos complexos, temos

AWpateria = 2T /_OO dw 6(w + w'") /OO dw'(—iw") {&ota(w") E(w) - E(w') + p(w') H(w) - H(w")}

[e.9] —00

= 2 /_OO dw' (—iw') {eota(w’) E(—w') - E(w') + p(w’) H(—w') - H(w')}
= 2 /_OO dw' (—iw') {eiora(w’) E*(w') - E(w') + p(w') H*(w') - H(w')}
= QW/_ dw' (—iw') {etorar(w') [E(w)* + p(w’) [H(w')[*}

B 27T/_ dw' w' {[—ief" ! (w') + 7" (w")] [E(w)|* + [~ipr(w') + pr(w)] [Hw')?} .
(15.23)

Lembrando que €(t) = eg(t) + ie;(t) = e(w) = ep(w) + ie;(w). Entdo, utilizando a rela¢ao
e(—w) = e*(w) separadamente para as componentes real e imaginaria de £(w), obtemos

ggtal<w) _ gigml( w) é par
E?}otal(w) — —E?Otal(—IU) éimpar’

o mesmo se aplica a yu(w). Além disso, |[E(w)|? e [H(w)|? sao pares e w’ é impar. Por fim, resta
apenas

Awmateria =2X 277—/ dw" w' {EtOtal ) ]E(w’)|2 + /L[<w/)| H(w')]Q} . (1524)
0

I Assumimos que tanto a permissividade €;01q; como a permitividade sio escalares (representam sistemas
homogéneos). Em casos mais gerais essas grandezas devem ser descritas por tensores e teremos os produtos
— / / Arrd o /
E(w) - € tota(w’) - E(w') e Hw) - & (w’) - H(w').
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£(w)

®
- —
-———

A®

TER

Figura 15.2: Partes real (eg) e imaginaria (¢7) da permissividade em funcao da frequéncia w.
A regiao de dispersdo andomala se encontra na parte central da figura.

Portanto, para que o meio seja dissipativo, Awmateria > 0, devemos ter ' (w) ou ur(w)

nao nulos em algum intervalo de frequéncias. Para o meio ativo, Awateric < 0, devemos ter
predominio de pelo menos um dos termos e (w) < 0 ou py(w) < 0. Para um meio nao
dispersivo, Awateria = 0 = e7(w) = pr(w) = 0. Note que em todo material existem regioes

de transparéncia, onde eg > €5 e pur > py, vide Fig. 15.2.

15.2 Conservacao de Momento

Como foi feito para o caso da energia, podemos escrever uma equacao de balanco para o
momento linear (e angular) nas interacoes entre radiacao e matéria. Iniciamos por considerar
o caso de campos estaticos, em que a equacgao para troca de momento entre radiagao e matéria
assume a forma de equacoes para a forca elétrica e a forca magnética sobre as cargas e as
correntes, respectivamente.

15.2.1 Tensor de forca elétrica

A forca elétrica resultante sobre corpos carregados que ocupam um volume V pode ser calculada
por meio do campo E na superficie de V, sem que se tenha conhecimento da distribuicao de
cargas nos objetos, pois os campos contém toda a informacao sobre as interagoes eletromagné-
ticas. Usualmente concebemos a forga sobre um elemento de carga como uma propriedade da
matéria e calculamos a forca elétrica nesse objeto como

dF. = pE dV

e a forca resultante sobre os corpos carregados que ocupam o volume ¥ como

F. :/pE dv . (15.25)
%

Note que o campo E é o campo total E = Egygqs + Eczr na regiao V. A componente E.;; é
produzida por cargas externas a V, portanto V-E =V - E 4005 +V - Eeyy = V- Ecgrgas = p-
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Além disso, temos que
[ 90 By @V =
v

/VdVdV’ PEPE) (y Z (15.26)

TP

pois a carga (estatica) nao exerce forga sobre ela mesma. Portanto, podemos reescrever a Eq.
(15.25) utilizando apenas o campo elétrico total (resultante), se fazemos

Fel = 50/ (V . E) E dV s (1527)
%
supondo que tratamos de cargas no vacuo.

Para integrar por partes a Eq. (15.27), primeiramente manipulamos o integrando da se-
guintes forma, 2

(V-E)E = ) [(V-E)Ead|
= Y V- (E.E)a— (E-V)E,d|
= Y V. (E.E)a-(E-V)E, (15.28)

tal que

F, = EQZ[/ (ELE) dV]&—sO/V(E-V)EdV
= 502[7{ ds]d—go/v(E-V)Edv

- aO%SE(E-ﬁ)dS—eO/V(E-V)EdV. (15.29)

Utilizando a identidade vetorial
VE-E)=2(E-V)E+2E x (VXE) |,
1
—(E-V)E:—§V(E-E)—I—EX(VXE), (15.30)

com V x E = 0 obtemos

F. — 50]{E(E-ﬁ)d5’—leo/V(E-E)dV
S %
5 |E|2
- jfao E(E-f)— ds (15.31)
S 2
= %Tel -ndS . (15.32)
S

2Utilizamos a identidade vetorial V - (¢@) = (@ - V)¢ + ¢ (V - @).
3Na secido Conservacio de Momento Linear na eletrodindmica o termo V x E # 0 e, portanto, serd levado
em conta para simplificar a Eq. (15.46).
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A Eq. (15.32) é completamente equivalente a formula integral de Coulomb para a forga elétrica
Eq. (15.25). Podemos definir o termo entre colchetes na Eq. (15.31) como o produto entre o
tensor eletrostatico de forcas (Te;) e o versor 7 normal & superficie S

E2
Tel'ﬁ = & {E(Eﬁ)—%ﬁ]

2
= g Za: E, (Zﬁ: Eﬂw) & — Xa: %na@
’ B2 :
= > D = (EaEﬂ - aﬁ) nﬁ] & (15.33)

a Lg

= > ZTel(aaﬁ)W] a=Y (Ta),a, (15.34)
L 8

o «

com «, 3 = x,y, z. Na forma matricial o tensor T,; assume a forma
p2-E EE, EE.
2
Ta=¢| EE E-E-  EBE, . (15.35)

E 2
E.E, BB, E?-EC

15.2.2 Tensor de forca magnética

Nesse caso partimos da equacao para a forca magnética sobre correntes estaciondrias

Fmag:/(ij) av-,
%

que pode ser reescrita unicamente em termos do campo magnético, de maneira anéloga ao que
foi feito na segdo anterior. Para isso utilizamos a formula de Ampére (na situacio de campos
estaticos) para substituir a densidade de corrente de cargas livres pelo campo B

1
Frow=— [ (VxB)xBdV. (15.36)
Ho Jy

Aplicando a identidade vetorial
V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax(Vxb)+bx(Vxa)
ao campo B, obtemos nesse caso
V.- B-B)=2B-V)B-2(VxB)xB,
tal que
1

1 2
Frnag = %/v [(B -V)B - 5V (IB?)|av . (15.37)

O primeiro termo que aparece no integrando da Eq. (15.37) pode ser reescrito em uma forma
mais adequada, aproveitando o resultado (15.28) e levando em conta que V- B =0

(V-B)B = » V-(B.B)a—(B-V)B

(B-V)B = ) V-(B.B)a. (15.38)
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Aplicando o teorema da divergéncia aos termos resultantes, encontramos

1 BJ?
Fmag = % o |:B (B ’ A) :| dS % mag * n dS y (1539)
s Mo 2 S
Ccom
B2- B BB, B.B.
Trnag = €0 C° Bsz B2 — '3‘2 B,B. . (15.40)

B 2
B.B, ByBZ B2 - BC

15.2.3 Tensor de forcas de Maxwell

O tensor de forgas de Maxwell é definido no vacuo como Tgyr = Te;+ Thuag, com seus elementos
dados por

1
Teu(a,B) = € {(EC,EB + *BoBg) — 5008 (|E?+ B (15.41)

na auséncia de meios materiais. Note que Tgy, é simétrico. Para a interacao entre campos
estaticos com cargas e correntes de cargas livres vale a igualdade

v S

Aplicando o teorema da divergéncia ao termo da direita, obtemos a relagdo local para a densi-
dade de forca eletromagnética

fmec:pE —|—J X BIVTEM . (1543)

= Conexao com a Teoria da Elastecidade
Da teoria da elastecidade temos

T.=T-n
=7 1, T || n (15.44)
Ty, Tm Tk:] Ty, Ny

O tensor T ¢é simétrico: os elementos diagonais correspondem a pressao (forca/area) e os
elementos nao diagonais estao relacionados as forcas de cisalhamento. A tracao total agindo
em cada direcao é

T, = Tyn; +Tin; + Typng
v . ~~
pressao cisalhamento

T; = Ty + Tjini + Tigny,
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—

T,

Figura 15.3: Representacio grafica da forca resultante na direcdo ¢, composta por um termo de
pressao, Tj;, e dois termos de cisalhmanto, T;; e Tjy.

15.2.4 Conservagao de Momento Linear na eletrodindmica

Levando em conta os campos dindmicos um novo termo surge nas equagcoes de forca, (15.42) e
(15.43), transformando-as em equagoes de conservagao para o momento linear, envolvendo os
graus de liberdade do campo EM e os graus de liberdade mecanicos. Lembremos que a forca
de Lorentz é responsavel pela troca de momento entre o campo EM e o sistema mecanico. No
caso de campos estaticos temos simplesmente

dP mec
dt

:/(pE +jxB) dV . (15.45)

Vejamos como a Eq. (15.45) se transforma no caso de campos dinamicos. Substituindo
os termos de fonte pelos respectivos campos dinamicos

p = €0V'E
1 JE
i — —VxB-—g—
! Ho . o
. 1 OE
pPE4+jxB = 50(V-E)E+—(V><B)><B—5OE><B. (15.46)
Ho

Os dois primeiros termos no lado direito da equacao ja foram obtidos nas segoes anteriores e
produzem, respectivamente, os tensores de forca elétrica e magnética. No entanto, o ttlimo
termo do lado direito é novo e aparece nessa situacao pois estamos levando em conta campos
que variam no tempo. Analisando esse novo termo vemos que

OE - 9 (E x B) OB
—€QEXB = 80{— ot + E x at}
= 50{—W—Ex (VXE)} : (15.47)

O termo E x (V x E) é cancelado pelo termo equivalente da Eq. (15.30), que no caso dinamico
nao é nulo. Obtemos, portanto,

0 0 10S
805 (E X B) = oMo = (E X H) = EE,

o (15.48)
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e definimos a quantidade
1

1
como a densidade de momento linear do campo eletromagnético, onde S = E x H é o vetor de
Poynting. Portanto, aproveitando os resultados das se¢oes anteriores e a Eq. (15.46), o balan¢o
de momento linear na Eq. (15.45) pode ser reescrito na forma

deeC .
= / (PE+jx B) dV
dt v
dP 10S
e T Thag) - ndS— | —=—d
dt fé(e“L 2 /VcQ@t v
d
E (Pmec + PEM) = f (TEM) -ndS (1550)
S

que representa a conservacao de momento linear em um sistema de particulas carregadas inte-
ragindo com campos eletromagnéticos no vacuo. Mais explicitamente

108
/ (PE+jx B)dV + / —Za—dV = f (Tgar) -1 dS . (15.51)
Vv yC ot S
e a forca total que uma quantidade de matéria sente na direcao « é
—-10
Fo=—5 /V (E x H)_dV + f[s ZB: (Tear)osns dS - (15.52)

Como resultado desse processo de interacao temos um balanco para a troca de momento
entre particulas e campo, no lado esquerdo da Eq. (15.51), que corresponde ao fluxo total
de momento eletromagnético através de S. Aplicando o teorema da divergéncia ao termo da
direita na Eq. (15.51), obtemos uma expressao local para a conservacao de momento linear na
interacao radiacao-matéria L o8

V- (=Tgum) Ei T —fee (15.53)
que é semelhante a Eq. (15.12) para a conservacao de energia envolvendo o campo eletromag-
nético

8uEM

ot
Os termos nao nulos a direita de (15.53) e (15.54) indicam que o sistema eletromagnético é
aberto e estd em contato com o sistema mecanico, diferentemente da equacao para a conservacao

da carga

V-S+ ——j-E. (15.54)

. Op
Vot g =0 (15.55)

15.2.5 Campos Harmonicos

Em se tratando de eletrodinamica, os campos complexos que variam harmonicamente no tempo
constituem uma situacao tipica. Portanto, para tais casos, é conveniente redefinir a maneira de
se calcular algumas grandezas, como faremos a seguir. Consideremos dois campos harmonicos
com dependéncia espacial arbitraria,

A(r,t) = A(r)e ™ (15.56)
B(r,t) = B(r)e ™" . (15.57)



atualizado em June 19, 2013 202

A parte real desses campos é dada por
An(rt) = RIA(D] =1 (A+A") (15.58)
Ba(r,t) — R[B(rb)] = % B+B) . (15.59)
O produto escalar desses campos harmonicos é dado por
Ag(r,t) - Bg(r,t) = = [A(r)e™™ + A*(r)e™] - [B(r)e ™" + B*(r)e™"]
[A-A"+ A(r) - B(r)e > + C.C]
2R[A-A"+A(r) B(r)e >

R[A-A"+ A(r) - B(r)e >] . (15.60)

[N N R N I

Estamos interessados na média sobre vérios ciclos completos de oscilacao das grandezas
constituidas por esses campos harmonicos. Entao calculamos

‘ 1 [F
(em2wty = T/ [cos (2wt) — i sin (2wt)] dt =0 . (15.61)
0
Portanto,
1
(AR -Bpgr) = 5?]% [A-B*] . (15.62)
Assim, temos para a densidade de energia elétrica, no caso de campos harmdnicos
11 . 1 9
(ua) = 5 SRIE@) - D*(r)] = 7=[B(x)P (15.63)

também obtemos para a densidade de energia do campo magnético

1 2
<umag> - @’B(I‘N ; (1564)
tal que
1 A
(usr) = 1 { B + LB} (15.65)

No caso de ondas planas a relacio B = n x E /e é satisfeita, e a energia do campo EM
pode ser escrita como

1 o _ 1 2
(ugn) = 55]E(r)\ = Z\B(r)] : (15.66)

Obtemos resultados semelhantes para os termos envolvendo o produto vetorial entre dois
vetores harmonicos. Nesse caso, a média temporal do vetor de Poynting é escrita da seguinte
maneira

(S) — %%[E(r) < HY()] (15.67)
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o fator 1/2 decorre da média temporal. Usando,novamente, a relagio H = n x E4/¢/u para
ondas planas obtemos *

1 /e . .

— /S RIEP - B 0)E]

2V p
1 € 9
0

com n real e n L E. Utilizando o resultado (15.66) podemos finalmente escrever para a
propagacao de energia nas ondas planas

(S) = (upm) v i = (upm)Vv , (15.69)

onde v é a velocidade da onda no meio.

“Por simplicidade assumimos que o versor 7 = k/k é real, assim como € e p.



